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A. Sifat - sifat Aljabar dalamℝ

Pada himpunan semua bilangan real ℝ terdapat dua operasi biner, dinotasikan "+" dan " ∙ " yang disebut dengan

penjumlahan ( addition ) dan perkalian ( multiplication ). Operasi biner tersebut memenuhi sifat - sifat berikut :

1) ܽ+ ܾ= ܾ+ ܽ�݇ݑݐ݊ݑܽ, ,ܾ�∈ ℝ ( sifat komutatif penjumlahan )

2) (ܽ+ )ܾ + ܿ= ܽ+ (ܾ+ ܽ�݇ݑݐ݊ݑܿ( ,ܾ�, �ܿ∈ ℝ ( sifat assosiatif penjumlahan )

3) Terdapat 0 ∈ ℝ sedemikian hingga 0 + ܽ= ܽ�݀ܽ݊�ܽ + 0 = ܽ untuk semua ܽ ∈ ℝ (eksistensi

elemen nol )

4) Untuk setiap ܽ ∈ ℝ terdapat −ܽ ∈ ℝ sedemikian hingga ܽ+ (− )ܽ = 0�݀ܽ݊�(− )ܽ + ܽ= 0 (

eksistensi elemen negatif atau invers penjumlahan )

5) ܽ ∙ ܾ= ܾ ∙ ܽ�ݑݐ݊ݑ�ܽ ,ܾ∈ ℝ (sifat komutatif penjumlahan )

6) (ܽ ∙ )ܾ ∙ ܿ= ܽ ∙ (ܾ ∙ ܽ�݇ݑݐ݊ݑ�ܿ( , ,ܾ �ܿ∈ ℝ ( sifat assosiatif perkalian )

7) Terdapat 1 ∈ ℝ sedemikian hingga 1 ∙ ܽ= ܽ�݀ܽ݊�ܽ ∙ 1 = ܽ untuk semuaܽ ∈ ℝ ( eksistensi elemen

unit 1)

8) Untuk setiap ܽ ∈ ℝ, ܽ≠ 0 terdapat
ଵ

௔
∈ ℝ sedemikian hingga ܽ ∙ ቀ

ଵ

௔
ቁ= 1 ( eksistensi invers

perkalian )

9) ܽ ∙ (�ܾ = )ܿ = (ܽ ∙ )ܾ + (ܾ ∙ )ܿ�݀ܽ݊�(ܾ+ )ܿ ∙ ܽ=

(ܾ ∙ )ܽ + (ܿ∙ ܽ�݇ݑݐ݊ݑܽ( , ,ܾ �ܿ∈ ℝ (sifat distribusi perkalian atas penjumlahan )

Teorema 1.1.1.

a) Jikaݖ,ܽ ∈ ℝ denganݖ+ ܽ= ܽ�݉ ܽ݇ܽ =ݖ� 0

b) Jikaܾ�݊ܽ݀�ݑ�≠ 0 ∈ ℝ denganݑ ∙ ܾ= ܾ�,݉ܽ݇ܽ ݑ� = 1

c) Jikaܽ ∈ ℝ , makaܽ ∙ 0 = 0

Bukti :

a) Jikaݖ,ܽ ∈ ℝ denganݖ+ ܽ= ܽ�݉ ܽ݇ܽ =ݖ� 0, menggunakan sifat 3,4 dan 2

Diperoleh :

=ݖ +ݖ 0

=ݖ +ݖ ൫ܽ + (− )ܽ൯

SIFAT-SIFAT ALJABAR BILANGAN REAL

BAB I
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=ݖ +ݖ) )ܽ + (− )ܽ

=ݖ ܽ+ (− )ܽ

=ݖ 0

b) Jika ≠�ܾ�݊ܽ݀�ݑ 0 ∈ ℝ dengan ݑ ∙ ܾ= ܾ�,݉ܽ݇ܽ ݑ� = 1 menggunakan sifat 7,8, dan 6 ,

diperoleh :

ݑ = ݑ ∙ 1

ݑ = ݑ ∙ ቆܾ ∙ ൬
1

ܾ
൰ቇ

ݑ = ݑ) ∙ )ܾ ∙ ൬
1

ܾ
൰

ݑ = ܾ ∙ ൬
1

ܾ
൰

ݑ = 1

c) Karenaܽ+ ܽ ∙ 0 = ܽ ∙ 1 + ܽ ∙ 0 ,ܽ= (1 + 0),ܽ= 1.݉ܽ݇ܽ �ܽ ∙ 0 = 0

Dengan demikian maka semua teorema terbukti

Teorema 1.1.2. Jikaܽ ∈ ℝ , maka :

a) Jikaܽ+ ܾ= 0 ,݉ܽ݇ܽ �ܾ = −ܽ�

b) Jikaܽ≠ 0�݀ܽ݊�ܾ ∈ ℝ sedemikian hinggaܽ ∙ ܾ= 1,݉ܽ݇ܽ �ܾ =
ଵ

௔

c) Jikaܽ ∙ ܾ= 0,݉ܽ݇ܽ �ܽ = 0�ܽ ݐܽ ܾ�ݑ = 0

Bukti :

a) Jikaܽ+ ܾ= 0 ,݉ܽ݇ܽ �ܾ = −ܽ�maka :

ܽ+ ܾ= 0 ⟺ (− )ܽ + (ܽ+ )ܾ = (− )ܽ + 0

ܽ+ ܾ= 0 ⟺ ൫(− )ܽ + ܽ൯+ ܾ= −ܽ

ܽ+ ܾ= 0 ⟺ 0+ ܾ= −ܽ

ܽ+ ܾ= 0 ⟺ ܾ= −ܽ

b) Jikaܽ≠ 0�݀ܽ݊�ܾ ∈ ℝ sedemikian hinggaܽ ∙ ܾ= 1,݉ܽ݇ܽ �ܾ =
ଵ

௔
, maka :

ܽ ∙ ܾ= 1 ⇔ ൬
1

ܽ
൰∙ (ܽ ∙ )ܾ = ൬

1

ܽ
൰0

ܽ ∙ ܾ= 1 ⇔ ൬
1

ܽ
∙ ܽ൰( )ܾ =

1

ܽ

ܽ ∙ ܾ= 1 ⇔ 1 ∙ ܾ=
1

ܽ

ܽ ∙ ܾ= 1 ⇔ ܾ=
1

ܽ

c) Jikaܽ ∙ ܾ= 0,݉ܽ݇ܽ �ܽ = 0�ܽ ݐܽ ܾ�ݑ = 0 , maka ;
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ܽ ∙ ܾ= 0 ⇔�൬
1

ܽ
൰∙ (ܽ ∙ )ܾ =�൬

1

ܽ
൰0

ܽ ∙ ܾ= 0 ⇔�൬
1

ܽ
∙ ܽ൰( )ܾ = 0

ܽ ∙ ܾ= 0 ⇔ 1 ∙ ܾ= 0

ܽ ∙ ܾ= 0 ⇔ �ܾ = 0

Dengan demikian semua teorema terbukti.

Teorema tersebut di atas menjelaskan beberapa sifat aljabar sederhana dari sistem bilangan real.

Operasi pengurangan ( subtraction ) didefenisikan dengan ܽ− ܾ= ܽ+ (− )ܾuntuk ,ܾܽ∈ ℝ. Sama halnya

dengan operasi pembagian (division ) , untuk ,ܽ ∈ ℝ denganܾ≠ 0 didefenisikan
௔

௕
= ܽቀ

ଵ

௕
ቁ.

B. Bilangan Rasional dan Irasional

1. Bilangan Rasional

Telah diketahui bahwa himpunan ℕ dan ℤ adalah subset dari ℝ. Elemen ℝ yang dapat dituliskan dalam bentuk
௕

௔
dimana

,ܾܽ�∈ ℤ danܽ≠ 0 disebut dengan bilangan rasional. Bilangan rasional disimbolkan denganℚ.

2. Bilangan Irasional

Bilangan yang tidak dapat dinyatakan dalam bentuk
௕

௔
.

Contohnya :√2

Akan ditunjukan bahwa tidak terdapat bilangan rasional yang kuadratnya adalah 2. Untuk membuktikannya digunakan istilah

genap dan ganjil. Suatu bilangan asli disebut genap apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n untuk suatu ݊�∈ ℕ, dan

disebut ganjil apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n - 1 untuk suatu݊�∈ ℕ.

Teorema 1.1.4. Tidak ada elemenݎ∈ ℚ sedemikian hinggaݎଶ = 2.

Bukti :

Andaikan ada ∋ݎ ℚ sedemikian hingga ଶݎ = 2. Karena ∋ݎ ℚ, maka r dapat dituliskan sebagai
௣

௤
dengan p dan q

tidak mempunyai faktor selain 1. Sehingga diperoleh ቀ
௣

௤
ቁ
ଶ

= 2 atau ଶ݌ = .ଶݍ2 Karena ଶݍ2 genap, maka ଶ݌

genap.

Karena p genap , maka =݌ 2݇ untuk suatu ݇�∈ ℕ, sehingga ଶ݌ = (2 )݇ଶ = 4݇ଶ. Dilain pihak diketahui

ଶ݌ = ଶݍ2 dan p genap, akibatnya q ganjil, sebab jika q genap maka faktor berserikat p dan q bukan 1. Jadi q haruslah

ganjil , sehingga diperoleh ଶ݌ = ⇔ଶݍ2 4݇ଶ = ⇔ଶݍ2 2݇ଶ = ଶݍ yang berarti q genap. Sehingga muncul

kontradiksi bahwa q ganjil. Jadi, pengandaian salah , yang benar adalah tidak adaݎ∈ ℚ sedemikian hinggaݎଶ = 2.

Latihan :

1. Jika ,ܾܽ�∈ ℝ tunjukan bahwa :

a) −(ܽ+ )ܾ = (− )ܽ + (− )ܾ
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b) (− )ܽ(− )ܾ = ܾܽ

c) −ቀ
௔

௕
ቁ=

ି௔

௕
�݆݅݇ ܽ�ܾ ≠ 0

A. Sifat sifat urutan padaℝ

Sifat urutan menjelaskan tentang kepositifan (positivity) dan ketaksamaan (inequalities) diantara bilangan bilangan real. Ada

subjek tak kosong ,yang disebut dengan himpunan bilangan bilangan real positif tegas, yang memenuhi sifat sifat berikut

(i) Jika Jika ,ܾܽ�∈ ℙ , makaܽ+ ܾ�∈ ℙ.

SIFAT-SIFAT URUTAN BILANGAN REAL

BAB II
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(ii) Jika Jika ,ܾܽ�∈ ℙ , makaܾܽ∈ ℙ.

(iii) Jika Jikaܽ ∈ ℙ , maka memenuhi tepat pada suatu kondisi berikut:

ܽ ∈ ℙ ܽ= 0 −ܽ ∈ ℙ

Sifat pertama dan kedua teorema diatas menjelaskan tentang sifat tertutup ℙ terhadap operasi penjumlahan dan perkalian.

Sifat yang ketiga (iii) sering disebut sifat trikotomi (trichotomy property), sebab akan membagi ℝ kedalam tiga jenis elemen yang

berbeda. Hal ini menjelaskan bahwa himpunan {− :ܽܽ ∈ ℙ} dari bilanganreal negatif tidak mempunyai elemen yang sama dengan

himpunan bilangan real positif. Lebih lanjutℝ merupakan gabungan tiga himpunan saling asing tersebut, yaitu

ℝ = ℙ ∪ {− :ܽܽ ∈ ℙ} ∪ {0}

Definisi 1.1.5

(i) Jikaܽ ∈ ℙ, ditulisܽ> 0, artinyaܽadalah bilangan rieal positif

(ii) Jikaܽ ∈ ℙ ∪ {0},ditulisܽ≥ 0, artinyaܽadalah bilangan real nonnegatif

(iii) Jika−ܽ ∈ ℙ, ditulisܽ< 0, artinya adalahܽbilangan real negatif

(iv) Jika−ܽ ∈ ℙ ∪ {0}, ditulisܽ≤ 0, artinyaܽadalah bilangan real nonpositif

Definisi 1.1.6

(a) Jikaܽ− ܾ�∈ ℙ. Maka dituliskanܽ> ܾatauܾ< ܽ

(b) Jikaܽ− ܾ∈ ℙ ∪ {0} Maka dituliskanܽ≥ ܾatauܾ≤ ܽ

sifat trikotomi diatas berakibatkan bahwa untuk ,ܾܽ�∈ ℝ memenuhi tepat satu kondisi berikut

ܽ> ,ܾ ܽ= ,ܾ ܽ< ܾ

Selanjutnya jikaܽ≤ ܾatauܾ≤ ܽmaka,ܽ= .ܾ Jikaܽ< ܾ< ܿmaka, artinya bahwaܽ< ܾ�danܾ< ܿ

Teorema 1.1.7 diberikan sebarang ,ܽ ,ܾ �ܿ∈ ℝ

(a) Jikaܽ> ܾdanܾ> ܿmakaܽ> ܿ

(b) Jikaܽ> ,ܾ maka ܽ+ ܿ> ܾ+ ܿ

(c) Jikaܽ> ܾdan ܿ> 0, maka Jika ܿܽ > ܾܿ

Jikaܽ> ܾdan ܿ< 0, maka Jika ܿܽ < ܾܿ

(d) Jikaܽ> ,ܾ maka
ଵ

௔�
> 0

Jikaܽ< ,ܾ maka
ଵ

௔�
< 0

Bukti

a) Diketahui Jika ܽ> ܾ dan ܾ> ,ܿ�ܽ , ,ܾ �ܿ∈ ℝ, karena ܽ> ,ܾmaka ܽ− ܾ�∈ ℙ, karena ܾ> ܾ

,�ܾ − ܿ∈ ℙ. Menurut sifat urutan, maka ܽ+ ܾ�∈ ℙ, sehingga diperoleh (ܽ− )ܾ + (ܾ− )ܿ ∈

ℙ ⇔ ܽ− ܾ+ ܿ∈ ℙ

⇔ (ܽ− )ܿ + (−ܾ+ )ܾ ∈ ℙ

⇔ (ܽ− )ܿ + 0 ∈ ℙ

⇔ ܽ− ܿ∈ ℙ

⇔ ܽ> ܿ

b) Jika ܽ− ܾ∈ ℙ, maka (ܽ+ )ܾ − (ܾ− )ܿ = ܽ− ܾ∈ ℙ, sehingga diperoleh bahwa ܽ+ ܿ>

ܾ+ ܿ
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c) Jika ܽ− ܾ∈ ℙ,dan Jika ܿ∈ ℙ,maka Jika ܿܽ − ܾܿ = (ܿܽ− )ܾ ∈ ℙ,akibatnya ܿܽ > ܾܿ untuk

ܿ> 0. Gunakan langkah yang sama untukܿ< 0

d) Cobalah sendiri

Oleh karena itu,dapat didilihat bahwa bilangan asli juga merupakan bilangan real positif. Sifat ini diperoleh dari sifat dasar

urutan, berikut ini diberikan teoremanya

Teorema 1.1.8

(a) Jikaܽ ∈ ℝ danܽ≠ 0,makaܽଶ > 0

(b) 1 > 0

(c) Jika݊ ∈ ℕ, maka݊ > 0

Teorema 1.1.9 Jika ,ܾܽ∈ ℝ dan Jikaܽ< ,ܾ maka �ܽ�<
௔ା௕

ଶ
< ܾ

Bukti. Karena ܽ< ,ܾ maka ܽ+ ܽ< ܽ+ ܾ⇔ 2ܽ< ܽ+ ,ܾ diperoleh ܽ<
(௔ା௕)

ଶ
. Karena ܽ< ,ܾ maka ܽ+

ܾ< ܾ+ ܾ⇔ ܽ+ ܾ< 2 ,ܾ diperoleh
(௔ା௕)

ଶ
< .ܾ Akibatnya, dari kedua pernyataan di atas diperoleh bahwa ܽ<

(௔ା௕)

ଶ
< .ܾ

Dapat di tunjukkan bahwa tidak ada bilangan real positif yang terkecil, sebab jika diberikan ܽ> 0, dan karena
ଵ

ଶ
> 0,

maka di peroleh

0 <
1

2
ܽ> ܽ

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa suatu himpunanܽ≥ 0 adalah sama dengan nol, maka harus ditunjukkan bahwa a

selalu lebih kecil dari sebarang bilangan positif yang diberikan.

Teorema 1.1.10. Jikaܽ ∈ ℝ sedemikian hingga 0 ≥ ܽ< untukߝ setiapߝ> 0, makaܽ= 0.

Bukti. Andaikanܽ> 0, makaܽ>
௔

ଶ
> 0. Diambil ଴ߝ =

௔

ଶ
଴ߝ) bilangan real positif tegas), maka ܽ> ଴ߝ > 0. Kontraiksi

dengan pernyataan 0 ≤ ܽ< untukߝ setiapߝ> 0. Jadi, pengandaian salah, yang benar adalahܽ= 0.

Perkalian antara dua bilangan positif hasilnya adalah positif. Akan tetapi, hasil perkalian yang positif bellum tentu setiap

faktornya positif.

Teorema 1.1.11.Jikaܾܽ> 0, maka berlaku

(i) ܽ> 0danܾ> 0, atau

(ii) ܽ< 0danܾ< 0.

Akibat 1.1.12.Jikaܾܽ< 0, maka berlaku

(i) ܽ< 0 danܾ< 0, atau

(ii) ܽ> 0 danܾ> 0.

B. Ketaksamaan (Inequalities)
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Selanjutnya, akan di tunjukkan bagaimana sifat urutan dapat digunakan untuk menyelesaikan suatu ketaksamaan.

Perhatikan contoh dibawah ini.

Contoh 1.1.13.

(a) Tentukan himpunan A dari bilangan real x sedimian hingga +ݔ2 3 ≤ 6.

jawab: Diketahuiݔ∈ ܣ dan +ݔ2 3 ≤ 6, maka

+ݔ2 3 ≤ 6 ⇔ ≥ݔ2 3 ⇔ ≥ݔ
ଷ

ଶ
.Jadi,ܣ = ቄݔ ∈ ℝ ∶ ≥ݔ

ଷ

ଶ
ቅ.

(b) Diberikanܤ = ∋ݔ} ℝ ∶ ଶݔ + <ݔ 2}. Tentukan bentuk lain dari B.

Jawab : Diketahui ∋ݔ ܤ dan ଶݔ + <ݔ 2 atau ଶݔ + −ݔ 2 > 0 atau −ݔ) +ݔ)(1 2) > 0. Sehingga

di peroleh (i) −ݔ 1 > 0 dan +ݔ 2 > 0, atau (ii) −ݔ 1 < 0 dan +ݔ 2 < 0. Untuk kasus (i) diperoleh

bahwa <ݔ 1 dan <ݔ −2, yang berarti <ݔ 1. Untuk kasus (ii) di peroleh bahwa >ݔ 1 danݔ�< −2 , yang

berartiݔ< −2. Jadi, himpunannya adalah

ܤ = ∋ݔ} ℝ ∶ <ݔ 1} ∪ ∋ݔ} ℝ ∶ >ݔ −2}.

Teorema 1.1.14.Jikaܽ≥ 0 danܾ≥ 0, maka

(a) ܽ< ܾ⇔ ܽଶ < ܾଶ⇔ √ܽ< √ܾ

(b) ܽ≤ ܾ⇔ ܽଶ ≤ ܾଶ⇔ √ܽ≤ √ܾ

Teorema 1.1.15. Jikaݔ> −1, maka (݅+ ≤ᇱᇱ(ݔ 1 + untukݔ݊ semua݊ ∈ ℕ. (Ketaksamaan Bernoulli)

Bukti : akan dibuktikan menggunakan induksi

Untuk n = 1, maka (1 + x)ଵ ≥ 1 + 1 ∙ x ⇔ 1 + x ≥ 1 + x ( pertanyaan benar )

Misalkan benar untuk n=k, yaitu (1 + x)௞ ≥ 1 + kx. Akan dibuktikan benar untuk n=k+1, yaitu

(1 + ௞ାଵ(ݔ = (1 + ௞(ݔ (1 + (ݔ ≥ (1 + (�ݔ݇� (1 + (ݔ

= 1 + +�ݔ݇� +�ݔ� ଶݔ݇

= 1 (݇�+ +�ݔ�(1 �݇ ଶݔ

Karena ଶݔ݇ ≥ 0, maka (1 + ௞ାଵ(ݔ ≥ 1 + (݇+ ,ݔ�(1 yang berarti benar untuk n = k+1. Jadi, terbukti bahwa

(1 + x)௡ ≥ 1 + ݇݊ untuk semua݊ ∈ ℕ.

1.1.16. Ketaksamaan Cauchy Jika݊ ∈ ℕ danaଵ, . . . , a୬, bଵ, . . . , b୬ ∈ ℝ, maka

(a1 b1 + a2 b2 +... + an bn )2  ≤  (a1
2 + a2

2 + ...+ an
2 ) (b1

2 + b2
2 +... +bn

2 )

Atau

( ∑ ܽ௡
௜ୀଵ i bi )2  ≤  (∑ ܽ௡

௜ୀଵ i ) (∑ ܽ௡
௜ୀଵ i ).

Selanjutnya , jika tidak semua bi = 0 maka ( ∑ ܽ௡
௜ୀଵ i bi )2 = (∑ ܽ௡

௜ୀଵ i
2) (∑ ܾ௡

௜ୀଵ i
2 ) jika dan hanya jika terdapat ∋ݏ ℝ

sedemikian hingga a1 = sb1, a2 =sb2,..., an = sbn.

Bukti. Didefinisikan fungsi F ∶ ℝ → ℝ sebagai berikut :

F(t) = (a1 – tb1)2 + (a2 – tb2) 2 +... +(an - tbn)2 ∋ݐ, ℝ.

Jelas bahwa F(t) ≥ 0, untuk setiap ݐ∈ ℝ, selanjutnya,

F(t) = (a1
2 – 2ta1b1 + t2b1

2) + ( a2
2 – 2ta2b2 + t2b2 + t2b2

2 )+...+(an
2 -2tanbn + t2bn

2)

= (a1
2 + a2

2 +... + an
2 ) – 2t (a1b1 +... +anbn) +t2 (b1

2 +b2
2+...+bn

2)

= ( ∑ ܽ௡
௜ୀଵ i

2 ) – 2t (∑ ܽ௡
௜ୀଵ i bi ) + t2 (∑ ܾ௡

௜ୀଵ i
2)
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Ingat bahwa A + 2Bt + Ct2 ≥ 0 jika dan hanya jika (2B)2 – 4 AC ≤ 0, yang berakibat B2≤ AC. Sehingga diperolah bahwa

(∑ ܽ௡
௜ୀଵ i bi )2  ≤ ( ∑ ܽ௡

௜ୀଵ i)(∑ ܽ௡
௜ୀଵ i ).

Dengan demikian teorema terbukti.

Soal Latihan

1. Jika a,b∈ ℝ , tunjukan bahwa:

(a) –(a+b) = (-a) + (-b).

(b) (-a)(-b)=ab.

(c) –(a/b)=
ି௔

௕
  jika b ≠ 0. 

2. Selesaikan persamaan berikut .

(a) 2x + 5 = 8.

(b) X2 = 2x

3. Jika a ≠ 0 dan b ≠ 0, tunjukan bahwa  
ଵ

(௔௕)
= (

ଵ

௔
)(

ଵ

௕
).

4. Buktikan bahwa tidak ada bilangan rasional t sedemikian hingga t2 = 3.

5. Buktikan bahwa jika a > 0, maka
ଵ

(ଵ/௔)
= a.

6. Jika a, b€ R , ditunjukan bahwa a2 +b2 = 0 jika dan hanya jika a =b =0.

7. Buktikan bahwa [
ଵ

ଶ
(a +b ) ]2 ≤   

ଵ

ଶ
(a2 + b2 ), untuk semua a, b∈ ℝ.

8. Tunjukan bahwa jika a∈ ℝ dan m, n

A. Nilai Mutlak

Dari sifat Trikotomi, dapat ditarik kesimpulan bahwa jika ܽ ∈ ℝ dan ܽ≠ 0, maka ܽ atau –ܽ merupakan bilangan

real positif. Nilai mutlak dariܽ≠ 0 didefinisikan sebagai nilai positif dari dua bilangan tersebut.

Definisi 1.2.1

Nilai mutlak (absolute valua) dari suatu bilangan real ܽdinotasikan dengan | |ܽ, didefinisikan sebagai

| |ܽ = ൝

ܽ�݆݅݇ ܽ�ܽ > 0
0�݆݅݇ ܽ�ܽ = 0
−ܽ�݆݅݇ ܽ�ܽ < 0

�

Sehingga domain dari fungsi nilai mutlak adalahℝ dan rangenya adalahܲ∪ {0}.

Contohnya :

(a) |3| = 3 dan

(b) |−9| = 9.

NILAI MUTLAK

BAB III
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(c) |5| = 5

(d) |−8| = 8

Dapat dilihat dari definisi di atas bahwa | |ܽ > 0 untuk semua ܽ ∈ ℝ, dan bahwa | |ܽ = 0 jika dan hanya jika

ܽ= 0. Juga bahwa |− |ܽ = ܽ untuk semuaܽ ∈ ℝ.

Berikut ini diberikan beberapa sifat nilai mutlak :

Teorema 1.2.2

(a) | |ܽ = 0�݆݅݇ ܽ�݀ ܽ݊ �ℎܽ݊ ݕܽ �݆݅݇ ܽ�ܽ = 0 .

(b) |− |ܽ = ݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ�ܽ ܽ�ܽݑ݉ ∈ ܴ�.

(c) |ܾܽ | = | |ܽ| ݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ�ܾ| ܽ�ܽݑ݉ ,ܾ∈ ℝ .

(d) | |ܽଶ = ܽଶݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ� ܽ�ܽݑ݉ ∈ ℝ .

(e) ܽ݇ܬ݅ �ܿ ≥ 0,݉ ܽ݇ ܽ�| |ܽ ≤ �݆ܿ݅݇ ܽ�݀ ܽ݊ �ℎܽ݊ ݕܽ �݆݅݇ ܽ− ܿ≤ ܽ≤ �ܿ.

(f) −| |ܽ ≤ ܽ≤ | ݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ�ܽ| ܽ�ܽݑ݉ ∈ ℝ .

Bukti :

(a) Jikaܽ= 0 maka | |ܽ = 0. Jikaܽ≠ 0 maka−ܽ≠ 0 sehingga | |ܽ ≠ 0.

Oleh karena itu, jika | |ܽ = 0, makaܽ= 0 .

(b) Jikaܽ= 0, maka |0| = 0 = |−0|. Jikaܽ> 0, maka –ܽ< 0 dan akibatnya

| |ܽ = ܽ= −(− )ܽ = |− |ܽ

Jikaܽ< 0, maka –ܽ> 0 dan akibatnya

| |ܽ = −ܽ= |− |ܽ

(c) Jikaܽ= ܾ= 0, maka terbukti.

Jikaܽ> 0 danܾ> 0, maka ܾܽ > 0, sehingga |ܾܽ | = ܾܽ = | |ܽ| |ܾ .

Jikaܽ> 0 danܾ< 0, maka ܾܽ < 0, sehingga |ܾܽ | = −ܾܽ = (ܽ− )ܾ = | |ܽ| |ܾ .

(d) Karenaܽଶ ≥ 0, makaܽଶ = |ܽଶ| = |ܽܽ | = | |ܽ| |ܽ = | |ܽଶ .

(e) Jika | |ܽ ≤ ,ܿ makaܽ≤ ܿdan−ܽ≤ �ܿyang berarti−ܿ≤ ܽ≤ �ܿ.

Sebaliknya, jika−ܿ≤ ܽ≤ ,ܿ maka diperolehܽ≤ ܿdan−ܽ≤ .ܿ Jadi | |ܽ ≤ �ܿ.

(f) Dengan mengambilܿ= | |ܽ, maka :

Jikaܽ= | |ܽ, makaܽ≤ | |ܽ dan−ܽ≤ | |ܽ yang berarti−| |ܽ ≤ ܽ≤ | |ܽ .

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang disebut dengan Ketaksamaan Segitiga ݎ݅ܶ) ܽ݊ ݈݃݁ ܫ݊݁� ݈ܽݑݍ݁ .(ݕݐ݅

1.2.3 Ketaksamaan Segitiga

Jika ,ܾܽ∈ ܴ, maka |ܽ+ |ܾ ≤ | |ܽ + | |ܾ.

Bukti :

Dari Teorema 1.2.2 (f), diketahui −| |ܽ ≤ ܽ≤ | |ܽ dan −| |ܾ ≤ ܾ≤ | |ܾ. Dengan menjumlahkan kedua ketaksamaan

diperoleh

= −| |ܽ ≤ ܽ≤ | |ܽ +−| |ܾ ≤ ܾ≤ | |ܾ

=−| |ܽ +−| |ܾ ≤ ܽ+ ܾ≤ | |ܽ + | |ܾ
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= −(| |ܽ + | |ܾ) ≤ ܽ+ ܾ≤ | |ܽ + | |ܾ

Menggunakan Teorema 1.2.2 (e) diperoleh bahwa |ܽ+ |ܾ ≤ | |ܽ + | |ܾ.

Akibat 1.2.4

Jika ,ܾܽ∈ ܴ, maka :

(a) ห| |ܽ − | |ܾห≤ |ܽ− |ܾ

(b) |ܽ− |ܾ ≤ | |ܽ + | |ܾ

Bukti :

(a) Tulis ܽ= ܽ− ܾ+ ܾ dan substitusikan ke dalam Ketaksamaan Segitiga. Sehingga | |ܽ = |(ܽ− )ܾ + |ܾ ≤

|ܽ− |ܾ + | |ܾ. Kurangkan kedua ruas dengan | |ܾ, diperoleh | |ܽ − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ.

Langkah-langkahnya :

ܽ= ܽ− ܾ+ ܾ

| |ܽ = |(ܽ− )ܾ + |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ + | |ܾ (kedua ruas dikurang dengan | |ܾ)

| |ܽ − | |ܾ = |(ܽ− )ܾ + |ܾ− | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ + | |ܾ− | |ܾ

| |ܽ − | |ܾ = |ܽ− ܾ+ |ܾ− | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ + | |ܾ − | |ܾ

| |ܽ − | |ܾ = |ܽ+ 0| − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ + | |ܾ − | |ܾ

| |ܽ − | |ܾ = | |ܽ − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ + | |ܾ − | |ܾ

| |ܽ − | |ܾ = 0 ≤ |ܽ− |ܾ + 0

| |ܽ − | |ܾ− 0 ≤ |ܽ− |ܾ

| |ܽ − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ ∴ ܶ ݎܾ݁ ݑ ݐ݇݅

Gunakan cara yang sama untuk ܾ= ܾ− ܽ+ ܽ dan substitusikan ke dalam Ketaksamaan Segitiga. Sehingga diperoleh | |ܾ =

|(ܾ− )ܽ + |ܽ ≤ |ܾ− |ܽ + | |ܽ. Kurangkan kedua ruas dengan | |ܽ, diperoleh – |ܽ− |ܾ ≤ | |ܽ − | |ܾ.

Langkah-langkahnya :

ܾ= ܾ− ܽ+ ܽ

| |ܾ = |(ܾ− )ܽ + |ܽ ≤ |ܾ− |ܽ + | |ܽ (kedua ruas dikurang dengan | |ܽ)

| |ܾ − | |ܽ = |(ܾ− )ܽ + |ܽ − | |ܽ ≤ |ܾ− |ܽ + | |ܽ − | |ܽ

| |ܾ − | |ܽ = |ܾ− ܽ+ |ܽ − | |ܽ ≤ |ܾ− |ܽ + | |ܽ − | |ܽ

|0| − |0| = |ܾ+ 0| − | |ܽ ≤ |ܾ− |ܽ + | |ܽ − | |ܽ

0 = | |ܾ − | |ܽ ≤ |ܾ− |ܽ − 0

ห0 − |ܾ− |ܽห≤ | |ܾ− | |ܽ −|ܽ− |ܾ ≤ | |ܽ − | |ܾ ∴ ܶ ݎܾ݁ ݑ ݐ݇݅

Kombinasikan kedua ketaksamaan tersebut, diperoleh :

| |ܽ − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ = −|ܽ− |ܾ ≤ | |ܽ − | |ܾ

Menggunakan Teorema 1.2.2 (e) diperoleh bahwaห| |ܽ − | |ܾห≤ |ܽ− |ܾ.

Jikaห|ܽ− |ܾห≤ 0, maka | |ܽ − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ dan – ‖ܽ− ‖ܾ ≤ |ܽ− |ܾ diperoleh−|ܽ− |ܾ ≤ | |ܽ −

| |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ. Sebaliknya, jika
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−|ܽ− |ܾ ≤ | |ܽ − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ, maka diperoleh | |ܽ − | |ܾ ≤ |ܽ− |ܾ dan – ‖ܽ− ‖ܾ ≤ |ܽ− |ܾ. Jadi,

‖ܽ− ‖ܾ ≤ |ܽ− |ܾ.

(b) Gantilah b pada Ketaksamaan Segitiga dengan – ,ܾ sehingga diperoleh |ܽ− |ܾ ≤ | |ܽ + |− |ܾ. Karena |− |ܾ =

,ܾ maka diperoleh bahwa หܽ − ܾ≤ | |ܽ + | |ܾห.

Langkah-langkahnya :

|ܽ+ |ܾ ≤ | |ܽ + | |ܾ

|ܽ− |ܾ = | |ܽ + |− |ܾ

หܽ − ܾ≤ | |ܽ + | |ܾห

Ketaksamaan segitiga diatas dapat diperluas sehingga berlaku untuk sebarang bilangan real yang banyaknya

berhingga.

Akibat 1.2.5

Jika ଵܽ, ଶܽ, … , ௡ܽ adalah sebarang bilangan real, maka

| ଵܽ + ଶܽ+⋯+ ௡ܽ| ≤ | ଵܽ| + | ଶܽ| +⋯+ | ௡ܽ|

Contoh 1.2.6

Diberikan fungsi ݂ yang didefinisikan dengan (ݔ݂) =
ଶ௫మିଷ௫ାଵ

ଶ௫ିଵ
untuk ∋ݔ [2,3]. Tentukan konstanta ܯ sedemikian hingga

| |(ݔ݂) ≤ ܯ , untuk setiapݔ∈ [2,3].

Diketahui | |(ݔ݂) = ቚ
ଶ௫మିଷ௫ାଵ

ଶ௫ିଵ
ቚ=

หଶ௫మିଷ௫ାଵห

|ଶ௫ିଵ|
,

−ଶݔ2| +ݔ3 1| ≤ |ଶݔ2| + |ݔ3−| + |1|

= |ଶݔ|2 + |ݔ|3 + 1

≤ 2|(3ଶ)| + 3|(3)| + 1

= 28

dan

−ݔ2| 1| ≥ |ݔ2| − |1|

≥ ห|2(2)| − |1|ห

= 3

Sehingga | (ݔ݂) =| = ቚ
ଶ௫మିଷ௫ାଵ

ଶ௫ିଵ
ቚ≤

ଶ଼

ଷ

Jadi, dengan mengambil M =
ଶ଼

ଷ
, didapat | |(ݔ݂) ≤ ܯ , untuk setiapݔ∈ [2,3].

B. Garis Bilangan Real (The Real Line)

Interpetasi geometri yang dikenal di antaranya garis bilangan real (real time). Pada garis real, nilai mutlak | |ܽ dari suatu

elemenܽ ∈ ܴ adalah jarakܽke 0. Secara umum, jarak (distance) antara elemenܽdanܾdi R adalah |ܽ− |ܾ.

Perhatikan gambar berikut :
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Definisi 1.2.6

Diberikanܽ ∈ ܴ danߝ> 0. Persekitaran-ߝ)ߝ− ݊݁݅݃ℎܾݐ ݀݋݋ℎݎ݋ ) dariܽdidefinisikan sebagai himpunan

)ߝܸ )ܽ ≔ ∋ݔ} ܴ ∶ −ݔ| |ܽ < {ߝ = (ܽ− +ܽ,ߝ (ߝ

Dapat dilihat bahwaݔ∈ )ߝܸ )ܽ jika dan hanya jikaܽ− ,ߝ < >ݔ ܽ+ .ߝ Persekitaran juga sering disebut dengan kitaran.

Teorema 1.2.7

Diberikanܽ ∈ ܴ. Jikaݔberada dalam persekutuanܸߝ( )ܽ untuk setiapߝ> 0, makaݔ= .ܽ

Bukti :

Jikaݔmemenuhi −ݔ| |ܽ < untukߝ setiapߝ> 0, maka berdasarkan Teorema 1.1.10 diperoleh bahwa −ݔ| |ܽ = 0, yang

berakibatݔ= 0.
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A. Sifat Kelengkapan Bilangan Real

Bagian ini akan mendiskusikan sifat-sifat penting bilangan Real yang sering disebut sebagai sifat Kelengkapan, karena

sifat ini menjamin eksistensi elemen-elemen bila hipotesis-hipotesis tertentu dipenuhi. Sistem bilangan rasional memenuhi

sifat aljabar dan sifat urutan, tetapi telah diperlihatkan bahwa √2 tidak dapat dinyatakan sebagai bilangan rasional, oleh karena

itu √2  . Observasi ini memperlihatkan bahwa perlunya sifat tambahan untuk mengkarakteristikkan bilangan Real. Sifat

tambahan ini, sifat kelengkapan (sifat supremum), adalah suatu sifat esensial dari .

Ada beberapa versi sifat kelengkapan. Disini, akan diberikan sifat yang paling efisien dengan mengasumsikan bahwa setiap

himpunan terbatas tak kosong di R mempunyai supremum.

Supremum dan Infimum

Berikut ini diperkenalkan konsep tentang batas atas dan batas bawah dari suatu himpunan bilangan real.

Definisi 1.3.1. Diberikan subset tak kosong S ℝ .

1 Himpunan S dikatakan terbatas ke atas (bounded above) jika terdapat suatu bilangan u ∈ ℝ sedemikian hingga s u

untuk semua s S . Setiap bilangan u seperti ini disebut dengan batas atas (upper bound) dari S.

2 Himpunan S dikatakan terbatas ke bawah (bounded below) jika terdapat suatu bilangan w ℝ sedemikian hingga w s

untuk semua s S . Setiap bilangan w seperti ini disebut dengan batas bawah (lower bound) dari S.

3 Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) jika terbatas ke atas dan terbatas ke bawah. Jika tidak, maka dikatakan tidak

terbatas (unbounded).

Sebagai contoh, himpunan S := {x ℝ: x < 2} ini terbatas ke atas, sebab bilangan 2 dan sebarang bilangan lebih dari 2

merupakan batas atas dari S. Himpunan ini tidak mempunyai batas bawah, jadi himpunan ini tidak terbatas ke bawah.

Jadi, S merupakan himpunan yang tidak terbatas.

Definisi 1.3.2. Diberikan S subset tak kosongℝ .

a) Jika S terbatas ke atas, maka suatu bilangan u disebut supremum ( batas atas terkecil) dari S jika memenuhi kondisi

berikut:

1. u merupakan batas atas S, dan

SIFAT KELENGKAPAN BILANGAN REAL

BAB IV
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2. jika v adalah sebarang batas atas S, maka u v .

Ditulis u = sup S .

b) Jika S terbatas ke bawah, maka suatu bilangan u disebut infimum

(batas bawah terbesar) dari S jika memenuhi kondisi berikut:

1. w merupakan batas bawah S, dan

2. jika t adalah sebarang batas bawah S, maka t w.

Ditulis w = inf S .

Mudah untuk dilihat bahwa jika diberikan suatu himpunan S subset dari ℝ ,maka hanya terdapat satu supremum, atau

supremumnya tunggal. Juga dapat ditunjukkan bahwa jika u ' adalah sebarang batas atas dari suatu himpunan tak kosong S,

maka sup S u ', sebab sup S merupakan batas atas terkecil dari S. Suatu subset tak kosong S ℝ mempunyai empat

kemungkinan, yaitu

1. mempunyai supremum dan infimum,

2. hanya mempunyai supremum,

3. hanya mempunyai infimum,

4. tidak mempunyai infimum dan supremum.

Setiap bilangan real a ℝ merupakan batas atas dan sekaligus juga merupakan batas bawah himpunan kosong . Jadi,

himpunan tidak mempunyai supremum dan infimum.

Lemma 1.3.3. Suatu bilangan u merupakan supremum dari subset tak kosong S jika dan hanya jika u memenuhi kondisi

berikut:

(1) s u untuk semua s S ,

(2) jika v < u , maka terdapat s 'S sedemikian hingga x < s ' .

Lemma 1.3.4. Diberikan subset tak kosong S ℝ ,

(a) u = sup S jika dan hanya jika untuk setiapߝ> 0 terdapat s1 S , sedemikian hingga u-ߝ< s1 .

(b) w = inf S jika dan hanya jika untuk setiapߝ> 0 terdapat s2 S, sedemikian hingga u-ߝ< s2.

Bukti.

(a) Diketahui u = sup S dan diberikanߝ> 0 . Karena u-ߝ< u, maka u ߝ–

bukan merupakan batas atas S. Oleh karena itu, terdapat s1 S yang lebih besar

dari u ,ߝ- sehingga u-ߝ< s1.

Diketahui u-ߝ< s1. Jika u merupakan batas atas S, dan jika memenuhi

v < u , maka diambilߝ:= u - v . Maka jelasߝ> 0 , dan diperoleh bahwa

u = sup S .
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Contoh 1.3.5.

(a) Jika suatu himpunan tak kosong S1 mempunyai elemen sebanyak berhingga, maka dapat dilihat bahwa S1 mempunyai

elemen terbesar, namakan u, dan elemen terkecil, namakan w. Maka u = sup S1 dan w = inf S1 , dan keduanya

merupakan elemen S1.

(b) Himpunan S2 := { x : 0 x 1 } mempunyai batas atas 1. Akan dibuktikan bahwa 1 merupakan supremumnya. Jika

v <1, maka terdapat s ' S2 sedemikian hingga v < s ' . Oleh karena itu, v bukan merupakan batas atas S2 dan

karena v merupakan sebarang v <1, maka dapat disimpulkan bahwa sup S2 =1. Dengan cara yang sama dapat

ditunjukkan bahwa inf S2 = 0.

Sifat Kelengkapan ℝ

Akan ditunjukkan bahwa subset tak kosong ℝ yang terbatas ke atas pasti mempunyai batas atas terkecil. Sifat seperti ini

disebut Sifat Lengkapℝ . Sifat Lengkap juga sering disebut dengan Aksioma Supremumℝ .

1. 3.6. Sifat Kelengkapan ℝ Jika subset tak kosong S ℝ terbatas ke atas, maka supremumnya ada, yaitu terdapat u

ℝ sedemikian hingga u = sup S .

Akibat 1.3.7. Jika subset tak kosong S ℝ terbatas ke bawah, maka infimumnya ada, yaitu terdapat w ℝ sedemikian hingga

w = inf S .

Bukti.

Misalkan himpunan T terbatas ke bawah, T ℝ. Dibentuk himpunan S = {−t : t T} , maka S terbatas ke atas dan tidak

kosong. Menurut Aksioma Supremum, sup S ada, namakan u = sup S , maka −u = inf T .

1.4. Penggunaan Sifat Aksioma Supremum

Teorema 1.4.1. Diberikan subset tak kosong S ℝ yang terbatas ke atas dan sebarang a ℝ . Didefinisikan himpunan a + S

:= {a + s : s S} , maka berlaku sup(a + S ) = a + sup(S ) .

Bukti.

Jika diberikan u := sup S , maka x u untuk semua x S , sehingga a + x ≤ a + u . Oleh karena itu, a + u merupakan batas

atas dari himpunan a + S . Akibatnya sup(a + S ) a + u . Selanjutnya, misalkan v adalah sebarang batas atas a + S , maka a +

x v untuk semua x S . Akibatnya x v - a untuk semua x S , sehingga v - a merupakan batas atas S. Oleh karena itu, u =

sup S v - a . Karena v adalah sebarang batas atas a + S , maka dengan mengganti v dengan u = sup S , maka diperoleh a + u

£ Sup (a + S ). dilain pihak diketahui Sup (a + S ) a + u .akibatnya terbukti bahwa (a + S ) = a + u = a + Sup S
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Teorema 1.4.2. Diberikan subset tak kosong S ℝ yang terbatas dan sebarang bilangan real a > 0 . Didefinisikan himpunan aS

:= {as : s S}, maka berlaku inf (aS ) = a inf (S ) .

Bukti.

Tulis u = inf aS dan v = inf S . Akan dibuktikan bahwa u = av . Karena u = inf aS , maka u as , untuk setiap s S . Karena v =

inf S , maka v s untuk setiap s S . Akibatnya av as untuk setiap s S . Berarti av merupakan batas bawah aS. Karena u

batas bawah terbesar aS, maka av u . Karena u as untuk setiap s S , maka diperoleh
௨

௔
s untuk setiap s S (sebab a >

0 ). Karena v = inf S , maka
௨

௔
v yang berakibat u av . Di lain pihak diketahui av u . Akibatnya u = av . Jadi, terbukti

bahwa inf (aS ) = a inf (S ) .

Teorema 1.4.3. Jika A dan B subset tak kosong ℝ dan memenuhi a b untuk semua a A dan b B , maka sup A inf B .

Bukti.

Diambil sebarang b B, maka a b untuk semua a A . Artinya bahwa b merupakan batas atas A, sehingga sup A b .

Selanjutnya, karena berlaku untuk semua b B , maka sup A merupakan batas bawah B. Akibatnya diperoleh bahwa

sup A inf B .

Sifat Archimedes

Berikut ini diberikan salah satu sifat yang mengaitkan hubungan antara bilangan real dan bilangan asli. Sifat ini menyatakan

bahwa apabila diberikan sebarang bilangan real x, maka selalu dapat ditemukan suatu bilangan asli n yang lebih besar dari x.

1.4.4. Sifat Archimedes. Jika x ℝ, maka terdapat n ℕ sedemikian hingga x < n .

Bukti.

Ambil sebarang x ℝ. Andaikan tidak ada nÎℕ sedemikian hingga x < n , maka n x , untuk setiap n ℕ. Dengan kata lain,

x merupakan batas atasℕ . Jadi,ℕ ℝ ,ℕ , danℕ terbatas ke atas. Menurut aksioma supremum, maka supℕ ada,

tulis u = sup ℕ . Karena u -1< u , maka terdapat m ℕ dengan sifat u -1< m . Akibatnya u < m+1 dengan m+1 ℕ. Timbul

kontradiksi dengan u = sup ℕ . Berarti u batas atas ℕ , yaitu ada m+1 ℕ sehingga u < m+1 (u bukan batas atas ℕ ). Jadi,

pengandaian salah, yang benar adalah ada n ℕ sedemikian hingga x < n .
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Akibat 1.4.5. Jika S : = 
ଵ

୬
: n ℕ R, maka inf S = 0 .

Bukti.

Karena S≠ ∅ terbatas ke bawah oleh 0, maka S mempunyau infimum, tulis w:= inf S . Jelas bahwa w 0 . Untuk sebarang ϵ

> 0 , menggunakan Sifat Archimedes, terdapat n ϵℕ sedemikian hingga
ଵ

ℰ
< n , akibatnya

ଵ

୬
< e . Oleh karena itu, diperoleh

bahwa 0 ˂ w ˂
ଵ

୬
< ϵ . Akan tetapi karena ϵ > 0 sebarang, maka berdasarkan Teorema 1.1.10 berakibat bahwa w = 0 .

Terbukti bahwa inf S = 0 .

Akibat 1.4.6. Jika t > 0 , maka terdapat t n ℕ sedemikian hingga 0 <
ଵ

௡భ
< 1 .

Bukti. Karena inf 
ଵ

୬
: nℕ = 0 dan t > 0 , maka t bukan batas bawah himpunan 

ଵ

୬
: nℕ . Akibatnya terdapat ଵ݊ ℕ

sedemikian hingga 0 <
ଵ

௡భ
< 1 .

Akibat 1.4.7. Jika y > 0, maka terdapat n y ℕ sedemikian hingga n y - 1 < y < ny .

Bukti. Sifat Archimedes menjamin bahwa subset E y : = { mℕ: y < m } dariℕ tidak kosong. Menggunakan Sifat Urutan, E y

mempunyai elemen yang paling kecil, yang dinotasikan dengan n y . Oleh karena itu, n y - 1 bukan elemen E y . Akibatnya

diperoleh bahwa n y - 1 < y < ny

Eksistensi Bilangan Real dan Densitas Bilangan Rasional diℝ

Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapat digunakan untuk memberikan jaminan eksistensi bilangan-bilangan real. Berikut

ini akan ditunjukkan bahwa ada bilangan real positif x sedemikian hingga x2 = 2 .

Teorema 1.4.8. Ada bilangan real positif x sedemikian hingga x2 = 2 .

Bukti.

Dibentuk himpunan S = {s ϵℝ: s ˃ 0 dan s2 < 2}. Jelas bahwa 1 ϵ S dan S ≠ϕ, S terbatas di atas. sebab 0 ϵS dan 1ϵS . S terbatas

di atas dengan salah satu batas atasnya adalah 2. Jika t ˃2 , maka t 2 ˃ 4 . Jadi, t = 2 tidak anggota S . Menggunakan Aksioma

Supremum, S ϵℝ , S ≠ϕ, dan S terbatas ke atas, maka S mempunyai supremum. Namakan x = sup S , dengan x ϵℝ.

Akan dibuktikan bahwa x2 = 2 . Andaikan x2≠ 2 , maka x2 < 2 atau x2 > 2 .

Bukti Lanjutkan sebagai latihan

1.4.9. Teorema Densitas (The Density Theorem) Jika x, y ϵℝ dengan x < y , maka ada bilangan rasional q ϵℚ sedemikian hingga

x < q < y .

Bukti. Dengan tidak mengurangi keumuman (without loss of generality), diambil x > 0 .
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Karena x < y , maka y > 0 dan y - x > 0 . Akibatnya
ଵ

௒
− <ݔ 0, sehingga dapat dipilih nϵℕ sedemikian hingga n >

ଵ

௒
− .ݔ Untuk

n di atas, berlaku ny - nx >1, yaitu nx +1< ny . Karena nx > 0 , maka dapat dipilih m ϵ ℕ sehingga m – 1 ˂ nx < m.

Bilangan m di atas juga memenuhi m < ny , sebab dari m−1 ˂ nx diperoleh m ˂ nx +1< ny . Jadi nx < m < ny . Akibatnya untuk

q =
௠

௡
mempunyai sifat x <

௠

௡
= q < y. Jadi, terdapat bilangan rasional q =

௠

௡
dengan sifat x < q < y . Berikut ini diberikan akibat dari

Teorema Densitas, yaitu di antara dua bilangan real pasti dapat ditemukan bilangan irrasional.

Akibat 1.4.10. Jika x, y ϵ ℝ dengan x < y , maka ada bilangan irrasional r sedemikian hingga x < r < y .

Bukti. Menggunakan Teorema Densitas, ada bilangan real
௫

√ଶ
dan

௬

√ଶ
dengan sifat ada bilangan rasional q dengan sifat

௫

√ଶ
< q <

௬

√ଶ
.

Akibatnya x < q√2 < y dan q√2 merupakan bilangan irrasional.
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1.5 Interval dalam R
Jika diberikan a, b ϵ R dengan a < b, maka interval terbuka yang ditentukan oleh a dan b adalah himpunan

( ,ܽ )ܾ = ܴ�߳�ݔ} ∶ ܽ< >ݔ }ܾ

Titik a dan b disebut titik ujung interval. Titik ujung tidak memuat dalam interval terbuka. Jika kedua titik ujung digabungkan kedalam

interval terbukanya, maka disebut interval tertutup, yaitu himpunan

[ ,ܽ ]ܾ = ܴ�߳�ݔ} ∶ ܽ≤ ≥ݔ� }ܾ

Interval setengah terbuka atau setengah tertutup adalah interval yang memuat salah satu titik ujungnya. Gabungan interval terbuka

dengan titik ujung a, ditulis [ ,ܽ ]ܾ, dan gabungan interval terbuka dengan titik ujung b, ditulis �( ,ܽ ]ܾ. Masing-masing interval

tersebut terbatas dan mempunyai panjang yang didefenisikan dengan b-a. jika a = b, maka interval terbukanya berkorespondensi

dengan himpunan kosong (a,a) = Ø, dan interval tertutupnya berkorespondensi dengan himpunan singleton [ ,ܽ ]ܽ = { }ܽ.

Berikut ini diberikan lima jenis interval tidak terbatas. Symbol ∞ ( atau +∞) dan -∞ digunakan sebagai symbol titik ujungnya yang

tak terhingga. Interval terbuka tak terbatas adalah himpunan dengan bentuk

( ,ܽ ∞) = ∋�ݔ} �ܴ ∶ <ݔ }ܽ dan (−∞, )ܾ = ∋�ݔ} �ܴ ∶ >ݔ }ܾ

Himpunan pertama tidak mempunyai batas atas dan yang kedua tidak mempunyai batas bawah. Himpunan ( ,ܽ ∞) sering juga disebut

dengan sinar terbuka. Diberikan interval tertutup tak terbatas, yaitu ( ,ܽ ∞) = ∋�ݔ} �ܴ ∶ ܽ�≤ {ݔ dan (−∞, )ܾ = ∋�ݔ}

�ܴ ∶ ≥ݔ }ܾ

Himpunan [ ,ܽ ∞)�sering disebut dengan sinar tertutup. Himpunan R dapat dituliskan sebagai (−∞,∞) = �ܴ . Perhatikan

bahwa∞�݀ܽ݊−∞ bukan elemen R.

Teorema 1.5.1 Teorema Karakteristik Interval. Jika S adalah subset R yang memuat paling sedikit dua titik dan mempunyai sifat :

݆݅݇ܽ ∋�ݕ,ݔ� �ܵ݀ >ݔ�݊ܽ ܽ݇ܽ݉,ݕ [ݕ,ݔ]� ⊆ ܵ

Maka S merupakan suatu interval

Interval susut(nested intervals)

Telah diketahui bahwa barisan adalah fungsi ݂ ∶ �ܴ �→ ≠�ܣ ∅ . jika A adalah himpunan interval-interval, maka terbentuk

barisan interval .௡ஹଵ{௡ܫ} Untuk mempersingkat penulisan, barisan ௡ஹଵ{௡ܫ} cukup ditulisܫ௡.

Definisi 1.5.2 (Interval Susut).

Barisanܫ௡.,݊�∈ ℕ dikatakan interval susut jikaܫଵ⊇ܫ�ଶ. .௡ܫ�⊆.....ଷܫ�⊆ .௡ାଵܫ�⊆ ⊇….

Contoh 1.5.3

1. Diberikan .௡ܫ = ቂ0,
ଵ

௡
ቃ, ݊�߳�ℕ. Yaitu .ଵܫ = [0,1] .ଶܫ = ቂ0,

ଵ

ଶ
ቃ, .ଷܫ ቂ0,

ଵ

ଷ
ቃ, ….. maka .ଶܫ�⊆ଵܫ .....ଷܫ�⊆

dan⋂ ௡ܫ��
ஶ
௡ୀଵ = {0} (mempunyai titik berserikat).

2. Diberikan .௡ܫ = ቂ0,
ଵ

௡
ቃ, ݊�߳�ℕ. Diperoleh bahwa maka ௡ܫ .௡ାଵܫ�⊂ untuk setiap ݊�߳�ℕ. tetapi ⋂ ௡ܫ��

ஶ
௡ୀଵ =

∅. Jadi interval susut belum tentu mempunyai titik berserikat. Sebab, andaikan terdapat ∋�ݔ ⋂ ௡ܫ��
ஶ
௡ୀଵ , maka

௡ܫ�∋�ݔ untuk setiap n ∈ ℕ, karena x > 0, maka terdapat n ∈ ℕ sedemikian hingga
ଵ

௡
< x. kontradiksi dengan

pengandaian. Jadi pengandaian salah. Yang benar adalah⋂ ௡ܫ��
ஶ
௡ୀଵ = ∅.

INTERVAL DALAM BILANGAN REAL

BAB V
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3. Diberikan .௡ܫ = ቂ0,1 +
ଵ

௡
ቃmaka ଵܫ = [0,2] ଶܫ���� = ቂ0, 1

ଵ

ଶ
ቃ ଷܫ = ቂ0, 1

ଵ

ଷ
ቃ, …. diperoleh ⋂ ௡ܫ��

ஶ
௡ୀଵ =

[0,1] = ∅. Ada tak hingga banyakߦ∈ [0,1]. Perhatikan bahwa infቄ1 +
ଵ

௡
∶ ݊�∈ ℕቅ= 1.

1.5.4 Sifat Interval Susut (nested interval property)

Jika ௡ܫ = [ ௡ܽ, ௡ܾ],݊�∈ �ܴ interval tertutup terbatas dan ௡ܫ ௡ାଵܫ�⊆ untuk setiap݊�∈ �ܴ (interval susut), maka terdapat

ϵߦ R sedemikian hinggaߦϵܫ௡ untuk setiap݊�∈ �ܴ (interval susut) ,maka⋂ ௡ܫ��
ஶ
௡ୀଵ ≠ ∅

Yaitu terdapatߦϵ�ܴ sedemikian hinggaߦϵܫ�௡ untuk setiap݊�∈ �ܴ

Selanjutnya jika panjangܫ௡ = ௡ܾ - ௡ܽ memenuhi inf { ௡ܾ − �ܽ ௡�∶ �݊ �∈ �ܴ } = 0, maka elemen berserikatߦtersebut tunggal.

Bukti.

Dibentuk himpunan A= { ௡ܽ : nϵ�ܴ }. jelas A≠ ø sebab ଵܽ ϵ A, dan A ⊂ ܴ

Himpunan A terbatas ke atas,sebabܫ௡ ⊇ ௡ାଵܫ untuk setiap nϵܴ . sehingga di peroleh bahwa ௡ܽ≤ ௡ܾ

Untuk setiap n ϵ�ܴ , yang berarti ଵܾ batas A. menggunakan sifat lengkap ܴ. Maka supremum A ada ,yaitu terdapat ߦ ϵ�ܴ

sedemikian hinggaߦ= sup A. jelas bahwa ௠ܽ ߦ≥

Untuk setiap m ϵ�ܴ . selanjutnya, untuk sebarang m, n ϵ�ܴ berlaku ௡ܽ ≤ ௡ܽା௠ ≤ ௡ܾା௠ ≤ ௠ܾ atau ௡ܽ ≤ ௠ܾ

Hal ini berakibat

Sup { ௡ܽ : nϵℕ} ≤ ௠ܾ atau ≥ߦ ௠ܾ , Karena ௠ܽ ≤ danߦ ≥ߦ ௠ܾ , maka diperoleh ௠ܽ ≤ ≥ߦ ௠ܾ untuk setiap m

ϵ ℕ, berartiߦϵܫ�௡ = ൣܽ ௡�, ௡ܾ൧, untuk setiap nϵℕ. Sehingga �ϵߦ ⋂ ௡ܫ
ஶ
௡ାଵ

yang berakibat⋂ ௡ܫ
ஶ
௡ାଵ ≠ ø . jika ղ = inf { ௡ܾ : nϵℕ}. maka dengan cara yang cara yang sama (sebelumnya),diperoleh ղϵܫ௠

untuk setiap m ϵ ℕ sehingga di peroleh ղ ϵ⋂ ௡ܫ
ஶ
௡ାଵ

akan dibuktikan ketunggalannya ,yaitu ղ= ߦ diambil sebarang <ߝ 0 jika inf { ௡ܾ − ௡ܽ : nϵℕ} = 0, maka terdapat ଴݊ϵℕ

sehingga 0≤ղ−ߦ≤ ܾ݊ ଴−ܽ ଴݊ atauߝ�> 0≤ ղ−ߝ�>ߦ

Karena berlaku untuk sebarangߝ> 0 maka ղ−ߦ= 0 atau ղ .ߦ�= jadi,terbukti bahwa ղ ⋂ϵߦ= ௡ܫ
ஶ
௡ାଵ tunggal.

Himpunan terhitung (countable)

Diberikan f(n) = {1,2,3,…,n} , n ϵℕ. dua himpunan A dan B dikatakan ekuivalen Ditulis A ~ B jika ada fungsi bijektif f : A → B

contoh:

1. Misalkan A= {1,2,3} dan B= {a,b,c} , maka A ~ B

2. misalkan f : A→ C dengan C= {w,x,y,z} , maka A−C

suatu himpunan dikatakan tak berhingga(infinite) jika himpunan tersebut ekuivalen dengan salah satu himpunan bagian sejatinya. Jika

tidak demikian, maka himpunan tersebut dikatakan berhingga(finite),yaitu ekuivalen dengan dengan f(n) contoh:

1. himpunan A= {1,2,3} berhingga

2. ℕ= {1,2,3… }, T ={2,4,6,…}⊂ ℕ .fungsi

f :ℕ→ T

n→ f(n) =2n

jadi , ℕ tak berhingga, T juga tak berhingga

suatu himpunan D dikatakan denumerable jika D~ ℕ. Suatu himpunan dikatakan terhitung (countable) jika himpunan tersebut

berhingga atau denumerable. Jika tidak,maka dikatakan himpunan tak berhitung (uncountable atau non denumerable), yaitu himpunan

yang tidak ekuivalen dengan ℕ. Jika himpunan A terhitung ,maka A dapat disajikan sebagai A{ݔଵ,ݔଶ,ݔଷ, … } dengan ≠௜ݔ ௝ݔ

untuk i≠ j



BAHAN AJAR : Analisis Real 22

contoh :

1. Himpunan∅ terhitung berhingga

2. Himpunanℕ terhitung tak berhingga

3. Himpunan A = {1,2,3… } terhitung berhingga

Dapat ditunjuk bahwa ℝ merupakan himpunan tak berhitung.untuk membuktikan cukup hanya dengan membuktikan I = [0,1] tak

terhitung.berikut ini diberikan teoremanya

Teorema 1.5.5. himpunan I = [0,1] tak terhitung

Bukti.

Andaikan I terhitung,maka dapat ditulis dengan I ,ଷݔ,ଶݔ,ଵݔ}= ,௡ݔ… … }

Dikonstruksikan barisan interval tertutup ,terbatas, susut (nested), dan inf { ௡ܾ − ௡ܽ : nϵℕ} = 0 interval I = [0,1] dibagi menjadi

tiga sama panjang,yaitu 0ൣ, 1
3ൗ ൧,�ൣ1

3ൗ
2

3ൗ ൧, dan 2ൣ
3ൗ , 1൧.

Titik ଵϵݔ I termuat dalam paling banyak dua sub interval. Pilih sub interval yang tidak memuat ,ଵݔ namakan =ଵܫ [ ଵܽ, ଶܾ] jadi,

ଵݔ ଵܫ∌ selanjutnya,ܫଵ dibagi menjadi tiga sama panjang, yaitu

ൣܽ ଵ, ଵܽ + 1
9ൗ ൧,�ൣ ଵܽ + 1

9ൗ , ଵܽ + 2
9ൗ ൧, dan ൣܽ ଵ + 2

9ൗ , ଵܾ൧.

Kemudian pilih sub interval yang tidak memuat x2 , namakan I1 = a2 , b2 .

Jadi, x2 ∉ I2. Jika proses diteruskan, diperoleh barisan interval tertutup, terbatas,ܫଵ ⊃ ଶܫ ⊃ ଷܫ ⊃. . . ⊃ ௡ܫ dengan inf

{ ௡ܾ − ௡ܽ ∶ ݊ ∈ ℕ} = inf ቄ
ଵ

ଷ
ℕቅMenggunakan sifat Nested Interval, maka terdapat dengan tunggal ∋�ݕ ⋂ ௡ܫ

ஶ
௡ାଵ

Berarti y ϵ I , yaitu y = xn untuk suatu n ϵ ℕ. Akibatnya ⋂௡ݔ ௡ܫ
ஶ
௡ାଵ

, yaitu xn ϵ In . Sedangkan dari konstruksi diperoleh x ∉ In . Timbul kontradiksi, yang benar adalah I =[0,1] tak terhitung

sehinggaℝ juga tak terhitung.

Teorema Bolzano-Weierstrass

Sebelum dijelaskan tentang Teorema Bolzano-Weierstrass, terlebih dahulu dijelaskan mengenai titik cluster. Berikut diberikan

definisinya

Definisi 1.5.6. (Titik Cluster) Diberikan subset tak kosong S ⊆ ℝ. Titik x ϵ ℝ disebut titik cluster (cluster points) jika

setiap persekitaran Vߝ( x ) = ( x - ߝ , x + (ߝ memuat paling sedikit satu titik anggota S yang tidak sama dengan x. Titik cluster

sering disebut dengan titik akumulasi atau titik limit.

Dengan kata lain, x titik cluster S jika untuk setiap x = 0 berlaku ( ఌܸ(ݔ)⋂ )ܵ − {ݔ} ≠ ∅�ܽ ݐܽ )�ݑ ఌܸ(ݔ) −

≠ܵ⋂({ݔ} ∅.

Ekuivalen dengan mengatakan bahwa x titik cluster S jika untuk setiap n ϵ ℕ terdapat

௡ݏ ∈ �ܵ�sedemikian hingga 0 < ௡ݏ| − |ݔ <
ଵ

௡
.

Contoh 1.5.7.

(1) Diberikan S = (0, 2). Apakah 0 merupakan titik cluster?
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Jawab. Diambil 0 , makaV0=0-, 0+=-

,. Menggunakan Teorema Densitas, maka 0 merupakan titik cluster S dan 0  S . Demikian juga bahwa
ଵ

ଶ
merupakan titik cluster S dan

ଵ

ଶ
∈ ܵ .

(2) Diberikanܣ = [1,2]⋃{4}. Apakah 4 titik cluster?

Jawab. Persekitaran-  dari 4 adalah V 4  = 4 -  , 4 +   . Misal diambil

=ߝ�
ଵ

ଶ
,݉ ܽ݇ ܽ�ܸఌ(4) = ቀ4 −

ଵ

ଶ
, 4 +

ଵ

ଶ
ቁ= ቀ3

ଵ

ଶ
, 4

ଵ

ଶ
ቁ sehingga diperoleh bahwa

ቀ3
ଵ

ଶ
, 4

ଵ

ଶ
ቁ⋂[1,2] − {4} = ∅. Jadi, 4 bukan titik cluster.

(3) Diberikanܤ = ቄ
ଵ

௡
:݊ ∈ ℕቅ= ቄ1,

ଵ

ଶ
,
ଵ

ଷ
,
ଵ

ସ
, …ቅTunjukan bahwa 0 titik cluster B dengan 0  B.

Jawab. Menggunakan Sifat Archimedes, jika diberikan seberang <ߝ 0, maka terdapat ݊ ∈ ℕ sedemikian hingga

0 <
ଵ

௡
< .ߝ Pesekitaraan titik 0 adalah ఌܸ(0) = .(ߝ,ߝ−) Jika dipilih ߝ sangat kecil, maka 0 <

ଵ

௡
< .ߝ

Jadi, 0 merupakan titik cluster B dengan 0  B.
1.5.8. Teorema Bolzano-Weierstrass Setiap subset ℝ yang tak berhingga (infinite) dan terbatas, mempunyai paling sedikit satu titik

cluster.

Bukti.

Diberikan sebarang subset S ℝ tak berhingga dan terbatas. Karena S terbatas, maka terdapat interval I1 = a , b dengan panjang

ℒ(ܫଵ) = ܾ− ܽ . Kemudian bagilah I1 menjadi dua bagian, yaitu ቂܽ ,
௔ା௕

ଶ
ቃ�dan�ቂ

௔ା௕

ଶ
,ܾቃKarena S tak berhingga, maka

salah satu interval tersebut memuat tak hingga banyak titik anggota S, sebab apabila keduanya memuat berhingga banyak anggota S,

maka berarti himpunan S berhingga. Namakan bagian yang memuat tak hingga banyak titik anggota S dengan I2 . Panjangnya

ℒ(ܫଶ) =
௕ି௔

ଶ
Selanjutnya, I2 dibagi menjadi dua bagian seperti langkah 2 di atas, maka salah satu bagian memuat tak hingga

banyak anggota S. Namakan bagian tersebut dengan I3 . Panjangnya ℒ(ܫଷ) =
௕ି௔

ଶమ
. Apabila proses diteruskan, maka diperoleh

barisan interval susut (nested)ܫଵ ⊃ ଶܫ ⊃ ଷܫ ⊃ ⋯ ⊃ ௡ܫ ⊃ ⋯

Menurut Sifat Interval Susut, maka
⋂ ௡ܫ
ஶ
௡ାଵ ≢ ∅, atau terdapat߳�ݔ��⋂ �௡ܫ

ஶ
௡ାଵ Akan ditunjukkan bahwaݔ��titik cluster�ܵ .

Diambil sebarang > 0 , maka terdapat݊ ∈ ℕ sedemikian hingga
௕ି௔

ଶ೙షభ
< ,ߝ dan persekitarannya ఌܸ(ݔ) =

−ݔ) +ݔ,ߝ .(ߝ Karenaܫ�߳�ݔ�௡ dan ℒ(ܫ௡) =
௕ି௔

ଶ೙షభ
< ,ߝ makaܫ୬ ⊆ கܸ(x) . Karenaܫ௡ memuat tak

hingga banyak titik anggota S, maka ఌܸ(ݔ) memuat tak hingga banyak titik anggota S yang tidak sama dengan x. Jadi, x
merupakan titik cluster S.

Himpunan Terbuka dan Tertutup

Defenisi 1.5.9

1. Himpunan ܩ ⊆ ܴ dikatakan terbuka dalam ܴ jika untuk setiap ∋ݔ terdapat,ܩ persekitaran ܸ, sedemikian(ݔ) sehingga

ܸ, (ݔ) ⊂ ܩ

2. Himpunanܨ ⊆ ܴ�dikatan tertutup dalamܴ jika komplemen F, yaitu F terbuka dalamܴ

Contoh 1.5.10.

1) Himpunan�ܴ = (−∞,∞) terbuka, sebab untuk setiap߳ݔ ܴterdapatܸ, (ݔ) = −ݔ) +ݔ,1 1) ⊂ ܴ

2) Himpunan terbuka ܣ = (0,1)sebab jika diambilߝ= minቄ
௫

ଶ
,
௫ିଵ

ଶ
ቅuntuk setiap ∋ݔ ,ܣ makaܸ, (ݔ) =

−ݔ) +ݔ,ߝ (ߝ ⊂ ܣ
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3) Himpunan ܤ = [1,2] tertutup, sebab jika diambil =ݔ 1 maka untuk setiap <ߝ� 0,ܸ(1) = (1 − ,ߝ 1 +

(ߝ ⊄ ܤ dan 1 − ∌ߝ .ܤ Dapat di tunjukkan juga bahwa B terbuka , yaitu࡮�ᇱ= (−∞,૚) ∪ (૛,∞)Terbuka.

1.5.11 Sifat himpunan terbuka

a) Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak berhingga ) dan G, terbuka untuk setiapܣ�߳�ߣ�maka⋃ ఒఒఢ஺ܩ terbuka.

b) Jika G1,G2,...,Gn masing-masing merupakan himpunan terbuka ,maka ⋂ ௜௜ୀଵܩ terbuka.

Bukti .

a. Namakan ܩ = ⋃ ఒఢ஺ߣܩ diambil sebarang ∋ݔ maka,,ܩ terdapat�߳ߣ ܣ sedemikian hinggaݔ�∈ ܩ karenaߣܩ�

terbuka, maka terdapat ܸ, (ݔ) ⊂ G଴ ⊂ G. Jadi ,terbukti bahawa untuk setiap ∋ݔ terdapat,ܩ yang berartiܩ� =

⋃ ఒఢ஺ߣܩ terbuka.

b. Namakan ܪ = ⋂ ௜௜ୀଵܩ akan ditunjukan bahwaܪ�� terbuka .diambil sebarang =ݕ ܪ ,maka ∋ݔ =݅,ܩ

1,2, … , .݊ Karena ∋ݔ ₁ܩ�dan,₁ܩ terbuka ,maka terdapat₁ߝ�� > 0 sehingga�ܸ (ݔ)₁ ⊂ ₁ܩ karenaݔ�∈ ₂ܩ

dan₂ܩ terbuka ,maka terdapat₂ߝ� > 0 sehingga�ܸ (ݔ)₂ ⊂ ₂ܩ demikian seterusnya.

Berikut ini diberikan akibat dari sifat himpunan terbuka.yaitu sifat untuk himpunan tertutup.

Akibat 1.5.12

a. Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak terhingga dan G tertutup untuk setiap��߳ߣ ⋃�makaܣ ఒఒఢ஺ܩ tertutup

b. Jika G1,G2,...Gn masing-masing merupakan himpunan tertutup maka ⋃ ௜ܩ
௡
௜ୀଵ

tertutup.
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Barisan dan Limit Barisan

Barisan ( sequence ) pada himpunan S adalah suatu fungsi dengan domain ℕ dan mempunyai range dalam S.

Pada subba ini akan dibahas mengenai barisan diℝ dan konvergensi dari suatu barisan.

1. Definisi barisan bilangan real

Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefenisikan pada hipunanℕ dengan range dalamℝ.

Dengan kata lain , barisan dalamℝ mengawankan setiap bilangan asli݊ = 1,2,3, … kepada suatu

bilangan real. Jikaܺ: ℕ → ℝ merupakan barisan, maka biasanya dituliskan dengan nilai dari X pada n dengan

notasi ௡ݔ . Barisan sering dinotasikan dengan X atau (௡ݔ) atau ݊:௡ݔ) ∈ ܰ) atau {௡ݔ} atau .௡ஹଵ{௡ݔ}

Apabila diketahui suatu barisan Y, artinyaܻ = .(௞ݕ)

Contoh :

a) Barisan (௡ݔ) denganݔ௡ = (−1)௡ adalah barisan−1,1, −1,1, −1,1, … (−1)௡, ….

b) Barisan (௡ݔ) denganݔ௡ =
ଵ

ଶ೙
,ቀ

ଵ

ଶ೙
:݊ ∈ ℕቁ=

ଵ

ଶ
,
ଵ

ସ
,
ଵ

଼
, … ,

ଵ

ଶ೙
, ….

c) Barisan konstan ( ௡݇) dengan ௡݇ = 3�݈ܽ݀ܽܽ ℎ 3,3,3,3, ….

d) Barisanቀ
௡

௡ାଵ
ቁ=

ଵ

ଶ
,
ଶ

ଷ
,
ଷ

ସ
, … ,

௡

௡ାଵ
, ….

2. Defenisi 2.1.3.

Diberikan barisan bilangan real (௡ݔ) dan (௡ݕ) danߙ ∈ ℝ. Maka dapat didefenisikan :

a) (௡ݔ) ± (௡ݕ) = ௡ݔ) ± (௡ݕ

b) (௡ݔ)ߙ = (௡ݔߙ)

c) (௡ݔ) ∙ (௡ݕ) = ௡ݔ) ∙ (௡ݕ

d)
(௫೙)

(௬೙)
= ቀ

௫೙

௬೙
ቁ,ܽܽݏ ݈݇ ௡ݕ�݊ܽ ≠ 0

3. Defenisi limit barisan

Diketahui (௡ݔ) barisan bilangan real. Suatu bilangan real x dikatakan limit barisan (௡ݔ) jika untuk

setiap <ߝ 0 terdapat (ߝ)ܭ ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap ݊ ∈ ℕ dengan ݊≥

ܾ�(ߝ)ܭ ܽݎ݈݁ ௡ݔ|�ݑ݇ − |ݔ < .ߝ

BARISAN DAN DERET BILANGAN REAL

BAB VI
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Jika x adalah limit suatu barisan ,(௡ݔ) maka dikatakan (௡ݔ) konvergen ke x, atau (௡ݔ)

mempunyai limit x. Dalam hal ini ditulis lim௡→ஶ (௡ݔ) = ݔ atau lim(ݔ௡) = ݐܽܽ�ݔ ௡ݔ�ݑ → .ݔ

Jika (௡ݔ) tidak kovergen, maka (௡ݔ) dikatakan divergen.

4. Teorema 2.1.5.

Jika barisan (௡ݔ) konvergen, maka (௡ݔ) mempunyai paling banyak satu limit ( limitnya tunggal )

Bukti :

Andaikan lim௡→ஶ (௡ݔ) = ′ݔ dan lim௡→ஶ (௡ݔ) = .′′ݔ Maka untuk sebarang <ߝ 0

terdapatܭ′ sedemikian sehingga ௡ݔ| − |′ݔ < 2/ߝ untuk setiap ݊≥ ,′ܭ dan terdapatܭ′′ sedemikian

sehingga ௡ݔ| − |′′ݔ < 2/ߝ untuk setiap ݊≥ .′′ܭ Dipilih ܭ = ,ᇱ݇}ݔܽ݉ ′݇′}. Menggunakan

ketaksamaan segtiga, maka untuk݊≥ ܭ diperoleh

−ᇱݔ| |′′ݔ = −ᇱݔ| ௡ݔ + ௡ݔ − |′′ݔ

−ᇱݔ| |′′ݔ = −ᇱݔ| |௡ݔ + ௡ݔ| − |′′ݔ

< ߝ
2ൗ + ߝ

2ൗ = ߝ

Karena berlaku untuk setiap <ߝ 0, maka −ᇱݔ =ᇱᇱݔ 0 yang berarti =ᇱݔ .ᇱᇱݔ Kontradiksi

dengan pengandaian. Jadi, terbukti bahwa limitnya tunggal.

5. Teorema 2.1.6

Jika (௡ݔ) barisan bilangan real danݔ∈ ℝ, maka empat pernyataan berikut ekuivalen.

a) Barisan (௡ݔ) konvergen ke x.

b) Untuk setiapߝ> 0 terdapatܭ ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap݊≥ ܭ berlaku ௡ݔ| −

|ݔ < .ߝ

c) Untuk setiap <ߝ 0 terdapat ܭ ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap ݊≥ ܭ berlaku −ݔ

>ߝ ௡ݔ < +ݔ .ߝ

d) Untuk setiap persekitaran ఌܸ(ݔ)݀ܽ݅ݔ�ݎ, terdapat ܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap

݊≥ ܭ berlakuݔ௡ ∈ ఌܸ(ݔ).

Bukti :

a) ⟹ ( ݎ݅ܽ݀�ܾ( �݀ ݂݁ ݁݊ ݏ݅݅ .

b) ⟹ ( ௡ݔ|ܿ( − |ݔ < ⟺ߝ ௡ݔ − >ݔ ⟺ߝ −ݔ >ߝ ௡ݔ < +ݔ .ߝ

c) ⟹ −ݔ(݀) >ߝ ௡ݔ < +ݔ ⟺ߝ ௡ݔ ∈ −ݔ) +ݔ,ߝ (ߝ ⟺ ௡ݔ ∈ ఌܸ(ݔ).

d) ⟹ ( ௡ݔܽ( ∈ ఌܸ(ݔ) ⟺ −ݔ >ߝ ௡ݔ < +ݔ ⟺ߝ ௡ݔ| − |ݔ < .ߝ
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Contoh :

1) Tunjukan bahwa lim௡→ஶ
ଵ

௡
= 0.

Jawab :

Akan ditunjukan bahwa (௡ݔ) = ቀ
ଵ

௡
ቁkonvergen ke 0 , yaitu

ଵ

௡
→ 0. Harus dibuktikan

bahwa untuk setiap <ߝ 0 terdapat (ߝ)ܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk ݊ ∈ ℕ dengan

݊≥ (ߝ)ܭ berlakuቚ
ଵ

௡
− 0ቚ< .ߝ

Ambil sebarang <ߝ 0 maka
ଵ

ఌ
> 0. Menurut sifat archimedes, maka terdapat

(ߝ)ܭ ∈ ℕ sedemikian hingga
ଵ

ఌ
< ,(ߝ)ܭ atau

ଵ

௄(ఌ)
< .ߝ Akibatnya untuk setiap ݊≥

(ߝ)ܭ berlaku ቚ
ଵ

௡
− 0ቚ= ቚ

ଵ

௡
ቚ=

ଵ

௡
≤

ଵ

௄(ఌ)
< .ߝ Jadi terbukti bahwa setiap <ߝ 0

terdapat (ߝ)ܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊ ∈ ℕ dengan ݊≥ (ߝ)ܭ berlaku

ቚ
ଵ

௡
− 0ቚ< atauߝ lim௡→ஶ

ଵ

௡
= 0.

2) Tunjukan bahwa ((−1)௡) divergen.

Jawab :

Andaikan ((−1)௡) konvergen, berarti terdapat bilangan real x sehingga untuk setiap

<ߝ 0 terdapat ܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊≥ ܭ berlaku |(−1)௡ − |ݔ <

1. Untuk݊≥ �danܭ n genap maka (−1)௡ = 1, diperoleh :

|1 − |ݔ < 1 ⟺ −1 < 1 − >ݔ 1

Yang berakibat >ݔ 0. Timbul kontradiksi, yaitu <ݔ 0. Jadi pengandaian salah , yang benar

((−1)௡) divergen.

6. Teorema 2.1.9

Diberikan barisan bilangan real ܺ = ݊:௡ݔ) ∈ ℕ) dan ݉ ∈ ℕ. Maka ܺ௠ =

௠ݔ) ା௡:݊ ∈ ℕ) konvergen jika dan hanya jika X konvergen. Daam hal ini limܺ௠ = lim�ܺ .

Bukti :

Perhatikan bahwa untuk sebarang ݌ ∈ ℕ, elemen ke-p dariܺ௠ adalah elemen ke-(݌+ ݉ ) dari

X. Sama halnya, jikaݍ> ݉ , maka bentuk elemen ke-q dariܺ௠ adalah elemen ke-(ݍ− ݉ ) dari X.

Diasumsikan bahwa X konvergen ke x. Diberikan sebarang <ߝ 0, pada barisan X untuk ݊≥

(ߝ)ܭ berlaku ௡ݔ| − |ݔ < ,ߝ maka pada ܺ௠ untuk ݇≥ (ߝ)ܭ − ݉ berlaku ௞ݔ| − |ݔ < .ߝ

Dapat diambilܭ௠ (ߝ) = −(ߝ݇) ݉ , sehinggaܺ௠ konvergen ke x.
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Sebaiknya, jika pada ܺ௠ untuk ݇≥ ௠ܭ (ߝ) berlaku ௞ݔ| − |ݔ < ,ߝ maka pada X untuk

݊≥ (ߝ)ܭ + ݉ berlaku ௡ݔ| − |ݔ < .ߝ Dapat diambil (ߝ݇) = ௠ܭ (ߝ) + ݉ . Dengan demikian

terbukti bahwa X konvergen ke x jikaܺ௠ konvergen ke x.

7. Teorema 2.1.10.

Diberikan barisan bilangan real ∋�ݔ�݊ܽ݀�(௡ݔ) ℝ. Jika ( ௡ܽ) adalah suatu barisan bilangan

real positif dengan lim( ௡ܽ) = 0 dan jika untukܿ> 0 dan݉ ∈ ℕ berlaku :

௡ݔ| − |ݔ ≤ ܿܽ ௡ݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ� ݊�ܽݑ݉ ≥ ݉

Maka lim (௡ݔ) = .ݔ

Bukti :

Diambil <ߝ 0, maka
ఌ

௖
> 0. Karena lim( ௡ܽ) = 0, maka terdapat ܿ⁄ߝ)ܭ ) ∈ ℕ

sedemikian hingga untuk setiap ݊≥ ܿ⁄ߝ)ܭ ) berlaku | ௡ܽ − 0| < ܿ⁄ߝ . Akibatnya untuk setiap

݊≥ ܿ⁄ߝ)ܭ ) berlaku ௡ݔ| − |ݔ ≤ |ܿ ௡ܽ�| < ܿ∙
ఌ

௖
= ߝ atau ௡ݔ| − |ݔ < .ߝ Terbukti bahwa

lim (௡ݔ) = .ݔ

Contoh : jikaܽ> 0, tunjukan bahwa lim௡→ஶ
ଵ

ଵା௡௔
= 0.

Jawab :

Karenaܽ> 0 , maka 0 < ݊ܽ< 1 + ݊ܽ yang berakibat bahwa

0 <
ଵ

ଵା௡௔
<

ଵ

௡௔
=

ଵ

௡
∙
ଵ

௔
ݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ, ݊�݌ܽݐ݅ ∈ ℕ .

Diperoleh

ቚ
ଵ

ଵା௡௔
− 0ቚ= ቚ

ଵ

ଵା௡௔
ቚ<

ଵ

௡
∙
ଵ

௔
=

ଵ

௔
∙ ቚ
ଵ

௡
ቚݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ� ݊�݌ܽݐ݅ ∈ ℕ

Karena telah diketahui bahwa lim௡→ஶ
ଵ

௡
= 0, maka menurut teorema 2.1.10 dam dengan mengambil

ܿ=
ଵ

௔
> 0 berakibat bahwa lim௡→ஶ

ଵ

ଵା௡௔
= 0.



BAHAN AJAR : Analisis Real 29

Teorema- teorema Limit

Pada sub bab ini akan dibahas mengenai beberapa teorema yang berkaitan dengan limit pada barisan bilangan real, seperti barisan

terbatas dan kekonvergenan barisan.

Definisi 2.2.1 Barisan bilangan real ܺ = (௡ݔ) dikatan terbatas jika terdapat milangan real ܯ > 0 sedemikian sehingga

|௡ݔ| ≤ ܯ untuk semua ݊�∈ ℕ. Oleh karena itu, barisan (௡ݔ) terbatas jika dan hanya jika himpunan ∋�݊:௡ݔ} ℕ}

merupakan subset terbatas dariℝ

Teorema 2.2.2 Jikaܺ = ݇�(௡ݔ) ݊݋ ݒ݁ ݎ݃ ݁݊ ,݉ܽ݇ܽ �ܺ = (௡ݔ) terbatas

Bukti

Diketahui ܺ = (௡ݔ) konvergen, misalkan konfergen ke ,ݔ diambil ℰ = 1, maka terdapat ∋�ܭ ℕ sedemikian hingga untuk

setiap ݊≥ ܭ berlaku −ݔ| |௡ݔ < 1 menggunakan akibat ketaksamaan segi tiga, maka |௡ݔ| − |ݔ| < 1 atau |௡ݔ| <

1 + untuk|ݔ| semua ݊≥ ܭ . Namakan ܯ = max{ݔଵ,ݔଶ,ݔଷ, , , |ݔ|௞ିଵݔ, + 1 }, maka |௡ݔ| ≤ ܯ , untuk semua

݊�∈ ℕ, jadi, terbukti bahwaܺ = (௡ݔ) terbatas.

Teorema 2.2.3 Jika�ܺ = (௡ݔ) → ܻ,ݔ = (௡ݕ) → ℝ߳�ܿ�݊ܽ݀�ݕ , maka

a) ܺ ± ܻ → +ݔ ݕ

b) ܺ.ܻ → ݕݔ

c) ܿܺ → ݔܿ

Bukti.

a) Ambil sebarang <ߝ 0 karena ܺ = (௡ݔ) → ݔ maka terdapat ଴݊ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊≥

଴݊berlaku ௡ݔ| − |ݔ <
ఌ

ଶ
karena ܻ = (௡ݕ) → ,ݕ maka terdapat ଵ݊ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap

݊≥ ଵ݊berlaku ௡ݕ| − |ݕ <
ఌ

ଶ
pilih ଵ݊ = max{ ଴݊�, ଵ݊} maka akibatnya untuk ݊≥ ଵ݊, berlaku ௡ݔ| +

௡ݕ − −ݔ) |(ݕ = ௡ݔ)| − (ݔ + ௡ݕ) − |(ݕ ≤ ௡ݔ| − +ݔ ௡ݕ − |ݕ <
ఌ

ଶ
+

ఌ

ଶ
= ߝ

Karena berlaku untuk sebarang <ߝ 0, maka ௡ݔ) + (௡ݕ konfergen ke +ݔ ݕ dengan cara yang sama diperoleh bahwa

௡ݔ) + (௡ݕ konfergen keݔ− ,ݕ jadi terbukti bahwa�ܺ ± ܻ→ +ݔ ݕ

LIMIT BARISAN

BAB VII
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b) Akan dibuktikan bahwa untuk setiap <ߝ 0 terdapat ∋�ܭ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊≥ ܭ

berlaku ௡ݕ௡ݔ| − |ݕݔ < .�diketahuiߝ ௡ݕ௡ݔ| − |ݕݔ = ௡ݕ௡ݔ| − +ݕ௡ݔ −ݕ௡ݔ |ݕݔ

≤ ௡ݕ௡ݔ| − |ݕ௡ݔ + −ݕ௡ݔ| |ݕݔ

= ௡ݕ||௡ݔ| − |ݕ + ௡ݔ| − |ݕ||ݔ

Karena (௡ݔ) → ݔ maka (௡ݔ) terbatas, akibat nya terdapat ଵܯ > 0 sedemikian hingga |ݔ| ≤ ଵܯ

untuk semua ݊�∈ ℕ. Namakan ܯ = max{ܯଵ, ,{|ݕ| diambil sebarang <ߝ 0, karena (௡ݔ) →

ܽ݇ܽ݉,�ݔ ݐ݁� ݎ݀ ଵܭ�ݐܽ݌ܽ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊≥ ଵܭ berlaku ௡ݔ| − |ݔ <

ఌ

ଶெ
, karena ௡ݕ → ݕ , maka terdapat ଶܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊≥ ଶܭ berlaku ௡ݕ| −

|ݕ <
ఌ

ଶெ
. namakanܭ = max{ܭଵ,ܭଶ}, maka untuk setiap݊≥ ܭ berlaku

௡ݕ௡ݔ| − |ݕݔ ≤ ௡ݕ||௡ݔ| − |ݕ + ௡ݔ| − |ݕ||ݔ < ܯ .
ఌ

ଶெ
+

ఌ

ଶெ
ܯ. =

ఌ

ଶ
+

ఌ

ଶ
= ߝ�

Jadi, terbukti bahwa untuk setiapߝ> 0 terdapatܭ�∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap݊≥ ܭ berlaku

௡ݕ௡ݔ| − |ݕݔ < denganߝ kata lain , terbukti bahwaܺ.ܻ→ .ݕݔ

c) Ambil sebarang <ߝ 0 karena (௡ݔ) → ݔ maka terdapat ∋�ܭ� ℕ sedemikian hingga untuk setiap

݊≥ ܭ berlaku ௡ݔ| − |ݔ <
ఌ

ଶ
. Perhatikan bahwa :

| ௡ݔܿ − |ݔ = | ௡ݔܿ − ௡ݔ + ௡ݔ − |ݔ

≤ | ௡ݔܿ − |௡ݔ + ௡ݔ| − |ݔ = −ܿ||௡ݔ| 1| + ௡ݔ| − |ݔ

Karena (௡ݔ) → ݔ maka(ݔ௡) terbatas, yaitu terdapat ܯ > 0 sedemikian hingga |௡ݔ| ≤ ܯ , untuk

semua݊�∈ ℕ. Akibatnya

−ܿ||௡ݔ| 1| + ௡ݔ| − |ݔ < ܯ .|ܿ− 1| +
ఌ

ଶ
= ܯ) . |ܿ− 1| +) +

ఌ

ଶ
< ߝ

Terbukti bahwa untuk setiap setiap <ߝ 0 terdapat ∋�ܭ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊≥ ܭ

berlaku | ௡ݔܿ − |ݔ < denganߝ kata lain, terbukti bahwa ܿܺ → .ݔܿ

Teorema 2.2.4 Jikaܺ = (௡ݔ) → ܼ�݊ܽ݀�ݔ = (௡ݖ) → ≠�ݖ 0�݀ ݁݊ ≠ݖ�݊ܽ݃ ݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ�0 ݊�ܽݑ݉ ∈

ℕ ,݉ܽ݇ܽ �
ଵ

௓
= ቀ

௫೙

௭೙
ቁ�→

௫

௭

Bukti.

Terlebih dahulu harus dibuktikan bahwa
ଵ

௓
= ቀ

ଵ

௭೙
ቁ→

ଵ

௭
diambil ߙ =

ଵ

ଶ
,|ݖ| maka ߙ > 0 karena lim(ݖ௡) = ,ݖ

maka terdapat ଵܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap ݊≥ ܭ berlaku ௡ݖ| − |ݖ < menggunakan,ߙ akibat

ketaksamaan segitiga bahwa ߙ− ≤ ௡ݖ|− − |ݖ ≤ |௡ݖ| − |ݖ| untuk ݊≥ ,ଵܭ yang berarti
ଵ

ଶ
|ݖ| = |ݖ| −

ߙ ≤ ,|௡ݖ| untuk݊≥ ,ଵܭ oleh karena
ଵ

|௭೙|
≤

ଵ

|௫|
untuk݊≥ ,ଵܭ maka di peroleh
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ቚ
ଵ

௭೙
−

ଵ

௓
ቚ= ቚ

௭ି ௭೙

௭೙௭
ቚ=

ଵ

|௭೙௭|
≤

ଶ

|௭|మ
−ݖ| .|௡ݖ

Selanjutnya, diberikan <ߝ 0, maka terdapat ଶܭ ∈ ℕ sedemikian hingga jika ݊≥ ,ଶܭ maka ௡ݖ| − |ݖ <
ଵ

ଶ
.ଶ|ݖ|ߝ Jika

diambil(ߝ)ܭ = max{ܭଵ,ܭ�ଶ}�, maka

ቚ
ଵ

௭೙
−

ଵ

௭
ቚ< unutukߝ semua ݊≥ ߝ

Karena berlaku untuk sebarang <ߝ 0, maka terbukti bahwa limቀ
ଵ

௭೙
ቁ=

ଵ

௭
atau ቀ

ଵ

௭೙
ቁkonvergen ke

ଵ

௭
, Menggunakan Teorema

2.2.3(ii) dan dengan mengambilܻ sebagai barisanቀ
ଵ

௭೙
ቁ, makaܺ ∙ ܻ = ቀ

௫೙

௭೙
ቁ→ ቀݔ

ଵ

௭
ቁ=

௫

௭
.

Teorema 2.2.5 Jikaܺ = (௡ݔ) barisan bilangan realݔ௡ ≥ 0 untuk semua݊ ∈ ℕ dan (௡ݔ) → ,ݔ makaݔ≥ 0.

Bukti.

Diambilߝ= <ݔ− 0. Karena (௡ݔ) → ,ݔ maka terdapatܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap �݊ ≥ ܭ berlaku

௡ݔ| − |ݔ < >ߝ−⟺ߝ ௡ݔ − >ݔ ߝ

⟺ −ݔ >ߝ ௡ݔ < +ݔ ߝ

⟺ −ݔ (ݔ−) < ௡ݔ < +ݔ (ݔ−)

⟺ >ݔ2 ௡ݔ < 0.

Kontradiksi dengan pernyataan bahwaݔ≥ 0.

Teorema 2.2.6 Jika(x୬) → x, (y୬) → y,danx୬ ≥ y୬untuk semuan ∈ ℕ, maka x ≤ y.

Bukti.

Diberikan z୬ ∶= x୬ − y୬ sehingga Z ∶= (z୬) = Y − X dan z୬ ≥ 0 untuk semua n ∈ ℕ. Menggunakan Teorema

2.2.5 dan 2.2.3 diperoleh bahwa 0 ≤ limZ = lim(y୬) − lim (x୬) atau lim(x୬) ≤ lim(y୬).

Jadi, terbukti bahwa x ≤ y.

Teorema 2.2.7 Jika X = (x୬) konvergen ke x dan jika a ≤ x୬ ≤ buntuk semuan ∈ ℕ,

makaܽ≤ ≥ݔ .ܾ

Bukti.

Diberikan ܻ barisan konstan ,ܾ ,ܾ ,ܾ . . . ). Menggunakan Teorema 2.2.6 diperoleh bahwa limܺ ≤ limܻ = b. Dengan

cara yang sama diperolehܽ≤ limX. Jadi, terbukti bahwaܽ≤ limX ≤ b atau ܽ≤ x ≤ b.

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakan bahwa jika suatu barisan ܻ berada (tersilip) diantara dua barisan yang

konvergen ke titik yang sama, makaܻ juga konvergen ke titik yang sama.

Teorema 2.2.8 Diberikan barisan bilangan realܺ = ,(௡ݔ) Y = ܼ�݊ܽ݀,(௡ݕ) = sedemikian(୬ݖ) hingga

௡ݔ ≤ ௡ݕ ≤ ݏ݁�݇ݑݐ݊ݑ�௡ݖ ݊�ܽݑ݉ ∈ ℕ, dan lim(ݔ௡) = lim(ݖ௡). Maka Y kovergen dan

lim(ݔ௡) = lim (௡ݕ) = lim(ݖ௡).
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Bukti.

Misalkan ݓ : = lim(ݔ௡) = lim(ݖ௡). Jika diberikan <ߝ 0, maka terdapat ܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap

݊≥ ܭ berlaku ௡ݔ| − ݓ | < danߝ ௡ݖ| − ݓ | < ,ߝ atau dengan kata lain >ߝ− ௡ݔ − ݓ < danߝ >ߝ− ௡ݖ −

ݓ < .ߝ Karenaݔ௡ ≤ ௡ݕ ≤ ,௡ݖ maka

௡ݔ − ݓ ≤ −ݕ ݓ ≤ ௡ݖ − ݓ .

Akibatnya diperoleh bahwa >ߝ− ௡ݕ − ݓ < .ߝ Karena berlaku untuk semua ݊≥ ܭ dan <ߝ 0, maka terbukti

lim(ݕ௡) = ݓ .

Teorema 2.2.9 jika X = ( xn)→ x , maka |ܺ| = (|xn|→ .|ݔ|

Bukti.

Diberikan <ߝ 0 karena X = (xn) → x, maka terdapat K ∈ ℕsedemikian hingga untuk setiap n ≥ K berlaku |Xn - X| .ߝ>

Menggunakan akibat ketaksamaan segitiga , diperoleh bahwa setiap n ∈ ℕ,berlaku

ǁ xn |-|x ǁ≤ |xn - x|<ߝ

jadi , diperoleh bahwa ǁ xn |-|x ǁ ,ߝ> atau xn ≥ 0, maka barisan bilangan real positif

(√xn )→ ݔ√

Bukti . menurut teorema 2.2.5 diperoleh bahwa x≥ 0. Akan ditunjukkan bahwa teorema benar untuk x = 0 dan x > 0.

Kasus I : Jika x = 0 , diberikanߝ> 0. Karena (xn)→ x = 0, maka terdapat K∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap n≥ K berlaku

0≤ Xn = Xn – 0 .2ߝ>

Sehingga di peroleh bahwa 0≤ √xn<ߝ. Karena berlaku untuk setiapߝ> 0 , maka terbukti bahwa (√xn )→ ݔ√

Kasus II : jika x > 0 , maka <ݔ√ 0. Diberikan <ߝ 0, maka terdapat K ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap n ≥ K berlaku |xn -

x|<ߝ. Perhatikan bahwa

√xn-√ݔ=
(√୶୬–ට௫)(√୶୬ା�ඥ௫�)

√୶୬ା�ඥ௫�)
=

୶୬ି�୶

√୶୬ା�ඥ௫�)
.

Karena√xn + ≤ݔ√ <ݔ√ 0, maka diperoleh

|√xn-√ݔ|≤ (
ଵ

√௫
) |xn - x| <

ఌ

√௫
.

karena berlaku untuk setiapߝ> 0, maka terbukti bahwa (√xn )→ .ݔ√

Teorema 2.2.11. jika (xn) barisan bilangan real (tegas) dengan lim ቀ
௫௡˖₁

௫௡
ቁ= L (ada) dan L < 1 , maka (xn) konvergen dan lim (xn)

=0 .

Bukti.

Dipilih r ∈ ℝ sedemikan hingga L < r < 1. Diambil =ߝ r – L > 0 . karena lim ቀ
௫௡˖₁

௫௡
ቁ= L , maka terdapat K ∈ ℕ sedemikian

hingga untuk setiap n≥ K berlakuቚ
௫௡ାଵ�

௫௡
− .ߝ>ቚܮ Karena
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ቚ
௫௡ାଵ�

௫௡
ቚ- |ܮ| ≤ ቚ

௫௡ାଵ�

௫௡
− ,ቚܮ

ቚ
௫௡ାଵ�

௫௡
ቚ- ߝ>|ܮ|

Sehingga diperoleh

௫௡ାଵ��

௫௡
- L ⟺ߝ>

௫௡ାଵ��

௫௡
+ߝ> L < L + r – L = r⟺ xn+1< xn r

Jadi , untuk setiap n≥ K berlaku

0 < x n + 1< x n r < x n-1 r2 <x n-2 r3< ... <xk rn+1 – k =
௫௞

௥௞
rn + 1

Jika diambil c
௫௞

௥௞
, maka diperoleh

0 < xn+1< cr n+1

Mengingat bahwa lim (rn) = 0 ( sebab 0 < r < 1 ), maka

Lim(rn) = 0⇒ lim (rn+1) = 0⇒ lim ( xn+1) = 0⇒ lim ( xn) = 0

Jadi , terbukti bahwa ( xn) konvergen dan lim ( xn) = 0
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A. Barisan Monoton

Berikut ini diberikan pengertian mengenai barisan naik dan turun monoton.

Definisi 2.3.1. Diberikan barisan bilangan realܺ = (௡ݔ) .

1. Barisanܺ dikatakan naik (݅݊ ݎܿ݁ (݃݊ݏܽ݅ jikaݔ௡ ≤ ௡ାଵݔ untuk semua݊�∈ ܰ ,

ଵݔ ≤ ଶݔ ≤ ⋯ ≤ ௡ݔ ≤ ௡ାଵݔ ≤ ⋯

2. Barisanܺ dikatakan naik tegas ݎ݅ݐݏ) ݊݅�ݕݐ݈ܿ ݎܿ݁ (݃݊ݏ݅ܽ jikaݔ௡ < ௡ାଵݔ untuk semua݊�∈ ܰ .

3. Barisanܺ dikatakan turun (݀݁ܿ ݎ݁ (݃݊ݏܽ݅ jikaݔ௡ ≥ ௡ାଵݔ untuk semua݊�∈ ܰ .

ଵݔ ≥ ଶݔ ≥ ⋯ ≥ ௡ݔ ≥ ௡ାଵݔ ≥ ⋯

4. Barisanܺ dikatakan turun tegas ݎ݅ݐݏ) ݀�ݕݐ݈ܿ ݁ܿ ݎ݁ (݃݊ݏܽ݅ jikaݔ௡ > ௡ାଵݔ untuk semua݊�∈ ܰ .

Definisi 2.3.2. Barisanܺ = (௡ݔ) dikatakan monton jika berlaku salah satuܺ naik atauܺ turun.

Contoh 2.3.3.

1. Barisan berikut ini naik (monoton).

a. (1, 2, 3, 4, … , ,݊ … )

b. (1, 2, 2, 3, 3, 3, … , )݊

c. ( ,ܽܽଶ,ܽଷ,ܽସ, … ,ܽ௡, … ) jikaܽ> 1

2. Barisan berikut ini turun (monoton).

a.�ቀ1,
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଷ
, … ,

ଵ

௡
, …ቁ

b.�ቀ1,
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଶమ
,
ଵ

ଶయ
, … ,

ଵ

ଶ೙షభ
, …ቁ

c. ( ,ܾܾଶ,ܾଷ,ܾସ, … ,ܾ௡, … ) jika 0 < ܾ< 1

3. Barisan berikut ini tidak monoton.

a. (+1,−1,+1,… , (−1)௡ାଵ, … )

b. (−1,+2,−3,+4,… )

4. Barisan berikut tidak monoton tetapi monoton di akhir (ultimately)

a. (7, 6, 2, 1, 2, 3, 4, … )

BARISAN BILANGAN REAL

BAB VIII
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b. ቀ−2, 0, 1,
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଷ
,
ଵ

ସ
, …ቁ

2.3.4 Teorema Kovergensi Monoton

Misalkan ܺ = (௡ݔ) adalah barisan monoton. Barisan ܺ = (௡ݔ) konvergen jika dan hanya jika (௡ݔ)

terbatas. Selanjutnya :

(a) Jikaܺ = (௡ݔ) naik (monoton) dan terbatas ke atas, makaܺ = (௡ݔ) konvergen dengan

lim (௡ݔ) = ௡ݔ}�݌ݑݏ ∶ �݊ �∈ ℕ}

(b) Jikaܻ = ( ௡ܻ) turun (monoton) dan terbatas ke bawah, makaܺ = (௡ݔ) konvergen dengan

lim ( ௡ܻ) = ݅݊ ௡ݕ݂} ∶ �݊ �∈ ℕ}

Bukti :

Bukti.

(⇒) Misalkan barisan (௡ݔ) konvergen. Maka (௡ݔ) mestilah terbatas berdasarkan teorema 5.

(⇐) Misalkanܺ = (௡ݔ) adalah barisan monoton terbatas, makaܺ naik atau turun.

(1) Kasus barisanܺ = (௡ݔ) naik terbatas.

Akan dibuktikan bahwa (௡ݔ) konvergen dan lim (௡ݔ) = sup .{௡ݔ} Karena (௡ݔ) terbatas,

maka bilangan ܯ ∈ ℝ,ܯ > 0, sedemikian sehinggaݔ௡ ≤ ܯ untuk semua ݊�∈ ℕ. Berdasarkan

sifat supremum, ∗ݔ = sup ௡ݔ} ∶ ݊�∈ ℕ}

ada. Akan ditunjukkan bahwaݔ∗ = lim .(௡ݔ)

Misalkanߝ> 0 sebarang, makaݔ∗ − bukanߝ batas atas himpunan

௡ݔ} ∶ ݊�∈ ℕ} , sehingga ada bilanganܭ = (ߝ)ܭ ∈ ℕ sedemikian sehinggaݔ∗ − >ߝ ௞ݔ .

Tetapi karena ܺ adalah barisan naik, maka ∗ݔ − >ߝ ௞ݔ ≤ ௡ݔ ≤ ∗ݔ < ∗ݔ + untukߝ semua

݊≥ ܭ .

Akibatnya

௡ݔ| − |∗ݔ < untukߝ semua݊≥ ܭ .

Karenaߝ> 0 sebarang, kita menyimpulkan bahwa (௡ݔ) konvergen keݔ∗ .

(2) Kasus barisanܻ = (௡ݕ) turun terbatas.

Akan dibuktikan bahwa (௡ݕ) konvergen dan lim(ݕ௡) = ݅݊ ௡ݕ}�݂ ∶ �݊ �∈ ℕ}. Jelas bahwa

ܺ = −ܻ = (௡ݕ−)

naik terbatas. Dalam kegiatan (1) kita telah mendapatkan bahwa

limܺ = sup ௡ݕ−} ∶ �݊ �∈ ℕ}.

Di lain pihak, dengan menggunakan Teorema 6 (iv), diperoleh

limܺ = − lim .ܻ

Pada sisi lain kita juga mempunyai
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sup{−ݕ௡ ∶ �݊ �∈ ℕ} = − inf ௡ݕ} ∶ �݊ �∈ ℕ} .

Teorema konvergensi monoton membuktikan eksistensi limit barisan monoton terbatas dan juga

memberikan suatu cara menghitung limit barisan asalkan kita mengetahui supremum dan infimumnya.

Contoh 2.3.5.

1. Diketahui barisan (௡ݕ) dengan ଵݕ =1 dan ௡ାଵݕ = ඥ2 + ௡ݕ , n ≥ 1. Apakah (௡ݕ) konveregen? Jika ya,

tentukan lim(ݕ௡).

Jawab :

Akan ditunjukkan menggunakan induksi bahwa (௡ݕ) naik monoton.

Untuk ݊ = 1, diperoleh ଵݕ = √2 + 1 = √3 ≥ 1 (benar). Misalkan benar untuk ݊= ,݇ yaitu ௡ାଵݕ =

ඥ2 + ௡ݕ .௞ݕ≤௡ାଵݕ, Akan dibuktikan benar untuk

݊ = ݇+ 1 , yaitu ௞ାଶݕ =ඥ2 + ≤௞ାଵݕ ඥ2 + ௞ݕ ௞ାଵݕ=

Berarti benar untuk݊ = ݇+ 1. Jadi, menurut induksi (௡ݕ) naik monoton. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa (௡ݕ)

terbatas keatas (oleh 3) yaituݕ௡≤ 3 untuk semua݊ ∈ ℕ.

Untuk ݊ = 1 benar, sebab ଵݕ = 1 ≤ 3. Misalkan benar untuk ݊= ݇ yaitu ௞ݕ ≤ 3. Maka ௞ାଵݕ =

ඥ2 + ≥௞ݕ √2 + 3 =√5≤ 3 yang berarti benar untuk݊ = ݇+ 1.

Jadi, menurut induksi terbukti bahwa ௡ݕ ≤ 3, untuk semua ݊ ∈ ℕ. Karena (௡ݕ) naik monoton dan terbatas

keatas, maka menurut Teorema 2.3.4 barisan (௡ݕ) konveregen. Misalkanݕ= lim (௡ݕ) maka diperoleh

=ݕ ඥ2 + ݕ ⇔ ଶݕ = 2 + ⇔ݕ −ଶݕ −ݕ 2 = 0 ⇔ −ݕ) +ݕ)(2 1) = 0.

Diperolehݕ= 2 atauݕ�= −1. Untukݕ�= −1 jelas tidak mungkin, sebab

1 ≤ ௡ݕ ≤ 3 untuk semua݊ ∈ ℕ. Jadi terbukti bahwa (௡ݕ) konveregen dan

lim (௡ݕ) = 2.

2. Limቀ
ଵ

√௡
ቁ= 0 .

Jawab :

Dengan menggunakan definisi konvegensi barisan, dapat dibuktikan bahwa barisan ini konvergen ke 0.

Tetapi, sekarang menggunakan Teorema Konvergensi Monotn. Jelas bahwa 0 adalah batas bawah himpunan ቄ
ଵ

√௡
∶

�݊ ∈ ℕቅ.

Di lain pihak, dapat ditunjukkan bahwa ܺ = ቀ
ଵ

√௡
ቁadalah barisan turun. Karena ቀ

ଵ

√௡
ቁadalah barisan turun dan 0

adalah batas bawah himpunanቄ
ଵ

√௡
∶ �݊ ∈ ℕቅ, maka ia konvergen ke suatuݔ∈ ℝ .
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Karena ܺ = ቀ
ଵ

√௡
ቁkonvergen ke ݔ . Teorema 6 berakibat bahwa ܺ�.ܺ = ቀ

ଵ

௡
ቁkonvergen ke ଶݔ . Karena

ቀ
ଵ

௡
ቁkonvergen ke 0, makaݔଶ = 0 dan berakibatݔ= 0 .

Sehingga

lim൬
1

√݊
൰= inf൜

1

√݊
∶ �݊ ∈ ℕൠ= 0

3. Misalkanܻ = (௡ݕ) didefinisikan secara induktif sebagai berikut :

ଵݕ = ௡ାଵݕ,1 =
ଵ

ସ
௡ݕ2) + 3) untuk݊≥ 1.

Selidiki apakah barisanܻ = (௡ݕ) konvergen atau tidak dan jika konvergen, dapatkan lim�ܻ .

Jawab :

Perhatikan observasi berikut :

݊= 1 ⇒ ଶݕ =
1

4
ଵݕ2) + 3) =

1

4
(2.1 + 3) =

5

4
< 2

݊= 2 ⇒ ଷݕ =
1

4
ଶݕ2) + 3) =

1

4
൬2.

5

4
+ 3൰=

11

8
< 2

݊= 3 ⇒ ସݕ =
1

4
ଷݕ2) + 3) =

1

4
൬2.

11

8
+ 3൰=

23

16
< 2

Observasi di atas memberikan petunjuk kepada kita bahwa ௡ݕ < 2 untuk semua ݊�∈ ℕ dan ௡ݕ < ௡ାଵݕ

untuk semua ݊�∈ ℕ. Selanjutnya, kita perlu membuktikan bahwa ௡ݕ < 2 untuk semua ݊�∈ ℕ (gunakan

induksi matematika).

݊= 1 ⇒ ଵݕ = 1 < 2

݊= 2 ⇒ ଶݕ =
ଵ

ସ
ଵݕ2) + 3) =

ଵ

ସ
(2.1 + 3) =

ହ

ସ
< 2

Untuk݊ = ݇ , misalkanݕ௞ < 2. Maka

௞ାଵݕ =
ଵ

ସ
௞ݕ2) + 3) <

ଵ

ସ
(4 + 3) =

଻

ସ
< 2

Oleh karena ituݕ௡ < 2 untuk semua݊�∈ ℕ.

Sekarang akan ditunjukkan dengan induksi bahwaݕ௡ < ௡ାଵݕ untuk semua݊�∈ ℕ.

݊= 1 ⇒ 1 = ଵݕ < ଶݕ =
5

4

Untuk݊ = ,݇ misalkanݕ௞ < .௞ାଵݕ Maka ௞ݕ2 + 3 < ௞ାଵݕ2 + 3, dan ini berakibat bahwa

௞ାଵݕ =
1

4
௞ݕ2) + 3) <

1

4
௞ାଵݕ2) + 3) = ௞ାଶݕ

Sehinggaݕ௞ < ௞ାଵݕ berimplikasi bahwaݕ௞ାଵ < .௞ାଶݕ Oleh karena itu

௡ݕ < ௡ାଵݕ untuk semua݊�∈ ℕ .
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Kita perlihatkan bahwa barisan ܻ = (௡ݕ) naik dan terbatas di atas oleh 2. Teorema konvergensi monoton

berakibat bahwa ܻ konvergen ke suatu bilangan dengan nilai paling besar adalah 2. Dalam kasus ini, tidak mudah

mengevaluasi lim (௡ݕ) dengan menghitung sup ݊�:௡ݕ} �∈ ℕ}. Namun demikian ada cara lain untuk

mengevaluasi limit ini. Karena ௡ାଵݕ =
ଵ

ସ
௡ݕ2) + 3)

untuk semua �݊ �∈ ℕ, maka suku ke݊ dalam ekor ke 1 dari ,ܻ yakni ଵܻ, mempunyai relasi aljabar dengan suku ke

݊dari .ܻ Karenaݕ= lim ଵܻ = lim�ܻ , maka dengan Teorema 3 didapatkan

=ݕ
ଵ

ସ
+ݕ2) 3) , dan berakibat bahwaݕ=

ଷ

ଶ
.

4. Misalkan

௡ݔ = 1 +
1

2
+

1

3
+⋯+

1

݊
,݊ ∈ ℕ

Karena

௡ାଵݔ = ௡ݔ +
1

݊+ 1
> ௡ݔ ,

kita melihat bahwa (௡ݔ) adalah barisan naik.

Berdasarkan Teorema Konvergensi Monoton, kovergensi barisan (௡ݔ) tergantung pada apakah barisan (௡ݔ)

terbatas atau tidak.

Dengan bantuan komputer dapat ditunjukkan secara aproksimasi bahwa

௡ݔ = 11,4 untuk ݊ = 50.000 dan ௡ݔ = 12,1 untuk ݊ = 100.000 yang mengindikasikan bahwa

barisan (௡ݔ) tak terbatas.

Dapat diperiksa bahwa :

ଶ೙ݔ = 1 +
1

2
+ ൬

1

3
+

1

4
൰+⋯+ ൬

1

2௡ିଵ + 1
+⋯+

1

2௡
൰

> 1 +
1

2
+ ൬

1

4
+

1

4
൰+⋯+ ൬

1

2௡
+⋯+

1

2௡
൰

= 1 +
1

2
+

1

2
+⋯+

1

2

= 1 +
݊

2

Fakta ini memperlihatkan bahwa barisan (௡ݔ) tak terbatas, dan oleh karena itu (௡ݔ) divergen.

B. Perhitungan Akar Kuadrat

Contoh :

Misalkanܽ> 0, kita akan mengkonstruksi suatu barisan (௡ݏ) yang konvergen ke√ܽ .

Misalkanݏଵ > 0 sebarang, dan definisikan

௡ାଵݏ =
ଵ

ଶ
ቀݏ௡ +

௔

௦೙
ቁuntuk݊�∈ ℕ.
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Sekarang kita tunjukkan bahwa barisan (௡ݏ) konvergen ke √ܽ . (Proses menghitung akar kuadrat dengan cara ini

dikenal pada masa Mesapotamia 1500 tahun sebelum Masehi). Terlebih dahulu kita tunjukkan bahwa ௡ݏ
ଶ ≥ ܽ untuk

݊≥ 2. Karena ௡ݏ memenuhi persamaan kuadratik ௡ݏ
ଶ− 2௦೙శభ�ೞ೙�+ ܽ= 0 , persamaan ini mempunyai suatu

akar Real. Sehingga diskriminan ௡ାଵݏ4
ଶ − 4ܽ haruslah non negatif, yaitu ௡ାଵݏ

ଶ ≥ ܽ untuk ݊≥ 1. Untuk

memperlihatkan bahwa barisan (௡ݏ) turun secara bergantian, periksa bahwa untuk݊≥ 2 kita mempunyai

௡ݏ − ௡ାଵݏ = ௡ݏ −
1

2
൬ݏ௡ +

ܽ

௡ݏ
൰=

1

2
.
௡ݏ)

ଶ− )ܽ

௡ݏ
≥ 0

Sehingga ௡ାଵݏ ≤ ௡ݏ untuk semua ݊≥ 2. Teorema konvergensi monoton berakibat bahwa =ݏ lim (௡ݏ) ada.

Selain itu, Teorema 6 berakibat bahwaݏmestilah memenuhi relasi =ݏ
ଵ

ଶ
ቀݏ+

௔

௦
ቁ

dan ini berakibat bahwaݏ=
௔

௦
atauݏଶ = .ܽ Sehinggaݏ= √ܽ .

C. SOAL LATIHAN BARISAN MONOTON

1. Diberikan ଵݔ > 1 dan ௡ାଵݔ ∶= 2 −
ଵ

௫೙
untuk ݊ ∈ ℕ , tunjukkan bahwa (௡ݔ) terbatas dan monoton.

Carilah nilai limitnya.

2. Diberikan ଵݔ ≥ 2 dan ௡ାଵݔ = 1+ඥݔ௡ − 1. Tunjukkan bahwa (௡ݔ) turun dan terbatas ke bawah oleh 2.

Carilah nilai limitnya.

3. Diberikanܣ ⊂ ℝ tak berhingga yang terbatas keatas dan misalkan

ݑ ∶= supܣ�. Tunjukkan bahwa terdapat barisan naik (௡ݔ) dengan ௡ݔ ∈ ܣ untuk semua ݊ ∈ ℕ sedemikan

hinggaݑ = ݈݅݉ (௡ݔ) .

4. Tentukan apakah barisan (௡ݕ) konveregen atau divergen, dengan

௡ݕ =
ଵ

௡ାଵ
+

ଵ

௡ାଶ
+...+

ଵ

ଶ௡
untuk݊ ∈ ℕ.

5. Diberikan ௡ݔ =
ଵ

ଵమ
+
ଵ

ଶమ
+...+

ଵ

௡మ
untuk setiap ݊ ∈ ℕ. Buktikan bahwa (௡ݔ) naik dan terbatas, sehingga (௡ݔ)

konveregen. (Petunjuk jika݇≥ 2 , maka

�ቀ
ଵ

௞మ
≤

ଵ

௞(௞ିଵ)
=

ଵ

௞ିଵ
−

ଵ

௞
ቁ.

6. Tentukan konvergensi dan hitunglah limit barisan berikut.

(a) ൬ቀ1 +
ଵ

௡
ቁ
௡ାଵ

൰

(b) ൬ቀ1 +
ଵ

௡
ቁ
ଶ௡

൰

(c) ቀቀ1 +
ଵ

௡ାଵ
ቁ
௡

ቁ

(d) ቀቀ1 −
ଵ

௡
ቁ
௡

ቁ
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A. Sub Barisan dan Teorema Bolzano-Weierstrass

Dalam bagian ini kita akan memperkenalkan gagasan sub barisan dari suatu barisan bilangan Real. Gagasan ini lebih umum dari ekor
barisan, dan sering digunakan untuk memeriksa divergensi suatu barisan. Kita juga akan membuktikan Teorema Bolzano-Weierstrass
yang akan digunakan untuk mendapatkan sejumlah hasil berikutnya.
Defnisi 7 MisalkanX = (Xn) adalah barisan bilangan Real dan r1 < r2 < ... < rn < ...
adalah barisan naik terbatas. Maka barisan X’ yang diberikan oleh (xr1; xr2; xr3;...; xrn; ....) disebut sub barisan dari X. Sebagai contoh,

perhatikan barisan berikut X =ቀ1,
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଷ
, … .ቁ

Maka beberapa subbarisnya adalah

ቀ
ଵ

ଷ
,
ଵ

ସ
,
ଵ

ହ
, … ,

ଵ

௡ାଶ
, …ቁ,

ቀ1,
ଵ

ଷ
,
ଵ

ହ
, … ,

ଵ

௡ିଶ
, …ቁ,

ቀ
ଵ

ଶ!
,
ଵ

ସ!
, … ,

ଵ

(ଶ௡)!
, …ቁ.

Barisan-barisan berikut bukan sub barisan dari X =
ଵ

௡

ቀ2,1,
ଵ

ସ
,
ଵ

ଷ
,
ଵ

଺
,
ଵ

ହ
, …ቁ,ቀ1,0,

ଵ

ଷ
, 0,

ଵ

ହ
…ቁ

Tentu saja sebarang ekor dari suatu barisan adalah sub barisan. Dalam kenyataannya, ekor ke m akan berkaitan dengan indeks:
r1 = m + 1, r2 = m + 2, ... rn = m + n, Sebaliknya tidak setiap sub barisan merupakan suatu ekor barisan tersebut. Berikut ini kita
tunjukkan bahwa sub barisan dari suatu barisan konvergen juga konvergen ke limit yang sama.
Theorem 15 Jika suatu barisan X = (xn) konvergen ke x, maka sebarang sub barisan dari X juga konvergen ke x
Bukti. Misalkan (xn) konvergen ke x dan (xrn) adalah sub barisan sebarang dari (xn). Akan dibuktikan bahwa sub barisan (xrn) juga
konvergen ke x. Ambilߝ> 0 sebarang. Karena (xn) konvergen ke x,maka ada K N∋(ߝ) sedemikian sehingga
n ≥K (ߝ) ⇒xn– x <ߝ; Karena r1< r2<....< rn<.... adalah suatu barisan naik, dengan menggunakan induksi matematika mudah
membuktikan bahwa rn ≥n. Sehinggajika n ≥ K (ߝ) kita juga mempunyairn≥ n ≥ K (ߝ) ) ⇒xn – x <ߝOleh karena itu sub
barisan (xrn) juga konvergen ke x.

Tambahan: Akan dibuktikan bahwa rn≥ n∀ n∈ N. Jelas bahwa r1≥1.
Misalkan rk≥ k untuk suatu k∈ N.

Akan dibuktikan bahwa rk+1≥ k + 1.
Bukti:
Karena rk∈ N dan rk< rk+1 untuk k = 1, 2, .... maka rk + 1≥ rk+1.
Akibatnyark+1≥ rk + 1≥ k + 1
yang menunjukkan bahwa rn≥ n∀ n∈ N
Contoh (a). lim (bn) = 0 jika 0 < b < 1:
Contoh ini telah kita buktikan menggunakan ketaksamaan Bernoulli.
Secara alternatif, karena 0 < b < 1; maka
xn+1 = bn+1< bn = xn

SUB BARISAN DAN TEOREMA BOLZANO

WEIERSTRASS

BAB IX
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sedemikian sehingga barisan (xn) adalah turun. Jelas bahwa 0≥ xn≥ 1,jadi Teorema Konvergensi Monoton berakibat bahwa barisan
adalah konvergen. Misalkan x = lim (xn) : Karena (x2n) adalah sub barisan dari (xn) ;

Teorema 14 (teorema konvergensi monoton) berakibat bahwa x = lim (x2n) : Di lain pihak, relasi x2n = b2n = (bn)2 = (xn)2

dan Teorema 6 berakibat bahwa x = lim (x2n) = (lim (xn))2 = x2 . Oleh karena itu, haruslah x = 0 atau x = 1. Karena barisan (xn)
turun danterbatas di atas oleh b < 1, kita menyimpulkan bahwa x = 0.

Contoh (b). Lim (ܿ
భ

೙)= 1 untuk c > 1:

Limit ini telah diperoleh dalam contoh 1.1(d) untuk c > 0.Disini kita berikan hampiran alternatif untuk kasus c > 1. Jika zn =ܿ
భ

೙maka
zn> 1 dan
zn+1< zn untuk semua n ∈ N. Teorema Konvergensi Monoton berakibat bahwa z = lim (zn) ada. Teorema 14 berakibat bahwa z = lim
(z2n) : Di lain pihak, dari relasi

z2n =ܿ
భ

మ೙= (ܿ
భ

೙)
భ

మ=ݖ௡
భ

మ

dan Teorema 11, kita mempunyai

z = lim (z2n)=(lim (௡ݖ)
భ

మ))=ݖ௡
భ

మ

Oleh karena itu kita mempunyai z2 = z, dan ini berakibat z = 0 atau z = 1
Karena zn> 1 untuk semua n ∈ N, kita menyimpulkan bahwa z = 1. Penggunaan sub barisan dapat mempermudah uji divergensi suatu
barisan seperti yang akan kita lihat berikut ini

Theorem 16 Kriteria Divergensi: Untuk barisan X = (xn) ,pernyataan berikut ekivalen :
1. (i). Barisan X = (xn) tidak konvergen ke x∈ R.
2. (ii). Ada suatu0ߝ > 0 sedemikian sehingga untuk sebarang k ∈ N ada rk∈ N sedemikian sehinggark≥ k dan xrk- x≥ 0ߝ

3. (iii). Ada suatu0ߝ> 0 dan suatu sub barisan X’ = (xrn) dari X sedemikian sehingga
xrn- x≥ 0untukߝ semua n ∈ N.

Bukti. (i) ) (ii) Jika X = (xn) tidak konvergen ke x, maka untuk suatu <0ߝ 0 kita bisa mendapatkan K (ߝ) ∈ N sedemikian sehingga
Teorema 2(c) berlaku, yaitu untuk sebarang k∈N tidak benar bahwa untuk semua n ≥ k, ketaksamaan xn- x<0ߝ. Dengan kata
lain, untuk setiap k∈ N ada suatudari x.

Contoh (a). Barisan ((-1)n) adalah divergen.

Jika barisan ((-1)n) konvergen ke suatu bilangan x, maka setiap sub barisan dari X haruslah konvergen ke x. Karena ada sub barisan
yang konvergen ke (+1) dan ada sub barisan yang konvergen ke (-1),maka kita menyimpulkan bahwa X haruslah divergen.

Contoh (b). Barisanቀ1,
ଵ

ଶ
, 3,

ଵ

ସ
, …ቁadalah divergen.

Defnisikan barisan ini dengan Y = (yn), dimana yn = n jika n ganjil, dan yn = 1/n jika n genap. Mudah dilihat bahwa barisan ini tak
terbatas, sehingga
tidak mungkin konvergen.

Contoh (c). Tunjukkan bahwa barisan (n sin n) divergen.
Bukti.
Akan dibuktikan bahwa barisan (n sin n) divergen, dengan menggunakan kriteria divergensi, yaitu dengan menunjukkan ada0ߝ> 0 dan
ada sub barisan
X’ = (sin nk) dari (sin n) sedemikian sehingga
∀ c∈ R berlakusin nk- c≥ ∀0ߝ k∈ N
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Perhatikan bahwa sin
గ

଺
= sin

ହగ

଺
=
ଵ

ଶ
, dan

ଵ

ଶ
< sin x≤ 1 untuk x∈ I1= (

గ

଺
,
ହగ

଺
). Karena panjang intervalI1 =

ହగ

଺
-
గ

଺
=
ସగ

଺
=
ଶగ

ଷ
> 2,

maka ada sekurang-kurangnya dua buah bilangan asli yang berada dalam I1, dan sebutlah salah satunya n1; sedemikian sehingga
ଵ

ଶ
< sin

n1≤ 1. Dengan cara yang sama, untuk setiap k∈ N berlaku sin x>
ଵ

ଶ
untukݔ ∈Ik=ቀ

గ

଺
+ ܭ)ߨ2 − 1),

ହగ

଺
+ ܭ)ߨ2 − 1)ቁ

Karena panjang interval, Ik=
ହగ

଺
+ ܭ)ߨ2 − 1) -ቀ

గ

଺
+ ܭ)ߨ2 − 1)ቁ=

ଷగ

ଶ
> 2

maka ada sekurang-kurangnya dua buah bilangan asli yang berada dalamIk, dan sebutlah salah satunya nk, sedemikian sehingga
ଵ

ଶ
< sin nk≤ 1 . MisalkanX’ = (sin nk) adalah sub barisan dari (sin n) yang diperoleh dengan cara di atas, dan jelas bahwan nilai-nilai

dari sub barisan (nk sin nk) berada dalamቂ
ଵ

ଶ
, 1ቃ

Dengan cara yang sama, jika k∈ N dan Jk adalah interval Jk =ቂ
଻గ

଺
+ −݇)ߨ2 1),

ଵଵగ

଺
+ −݇)ߨ2 1)ቃ

maka sin x<-
ଵ

ଶ
∀ x ∈ Jkdan panjang Jk =

ଶగ

ଷ
> 2. Akibatnya, adasekurang-kurangnya dua buah bilangan asli yang berada dalam Jk,dan

sebutlah salah satunya mk, sedemikian sehingga - 1 < sinmk≤ -
ଵ

ଶ
Misalkan X” = (sinmk) adalah sub barisan dari (sin n) yang diperoleh

dengan cara di atas, dan jelas bahwa nilai-nilai sub barisan (mk sinmk) berada dalamቂ−∞,
ଵ

ଶ
ቃMisalkan c ∈ R sebarang, maka

sekurang-kurangnya satu dari sub barisan X’ dan X” akan memenuhisin pk – c ≥
ଵ

ଶ
untuk p = m atau n. Oleh karena itu tidak

mungkin lim(sin pk) = c: Karena c∈ R sebarang, maka dapat disimpulkan bahwa barisan (n sin n) divergen.

4.1 Eksistensi Sub Barisan Monoton

Sebelum ini kita telah melihat bahwa tidak setiap barisan merupakan barisan monoton. Sekarang kita akan tunjukkan
bahwa setiap barisan mempunyaisub barisan monoton.

Theorem 17 Teorema Sub Barisan Monoton: Setiap barisan bilangan Real X = (xn) mempunyai sub barisan yang monoton.

Bukti.
Untuk tujuan pembuktian ini, kita defnisikan istilah yang berikut:
suku ke m, yakni xm, dikatakan puncak dari barisan (xn) jika xm≥ xnuntuk semua n ∈ N dengan m≥ n: Pertimbangkan 2 kasus yang
bergantung pada apakah X mempunyai tak hingga banyaknya puncak, atau berhingga banyaknya puncak.
Kasus 1. X mempunyai tak hingga banyaknya puncak. Dalam kasus ini, kita urutkan puncak dengan meningkatkan subskrip. Sehingga
kita mempunyaipuncak xm1, xm2,..., xmk.... dimana m1< m2 <...< mk<..., Karena setiap suku adalah puncak, kita mempunyai
xm1≥ xm2≥...≥ xmk≥....
Sehingga sub barisan puncak (xmk) adalah sub barisan turun dari X.

Kasus 2. X mempunyai berhingga (mungkin 0) banyaknya puncak. Mis-
alkan puncak-puncak ini adalah xm1, xm2, ... ,xmr. Misalkan s1 = mr+ 1 (indeks pertama diluar puncak terakhir). Karena xs1bukan
puncak, ada s2> s1 sedemikian sehingga xs1< xs2. Karena xs2bukan puncak, ada s3> s2 sedemikian sehingga xs2< xs3. Jika kita teruskan
cara ini, kita
mendapatkan sub barisan naik (xsn) dari X.
Sekarang kita akan menggunakan Teorema Sub Barisan monoton untuk membuktikan Teorema Bolzano-Weierstrass, yang menyatakan
bahwa setiap barisan terbatas mempunyai sub barisan konvergen.

Theorem 18 Teorema Bolzano - Weierstrass
Setiap barisan terbatas mempunyai sub barisan konvergen.
Bukti.
Bukti teorema ini dibuat dengan dua cara.
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(1). Teorema Sub Barisan Monoton berakibat bahwa jika X = (xn) barisan terbatas, maka ia mempunyai sub barisan X’ = (xsn) yang
monoton. Karena sub barisan ini juga terbatas, maka Teorema Konvergensi Monoton berakibat bahwa sub barisan tersebut juga
konvergen.
(2). Karena himpunan xn : n ∈ N adalah terbatas, himpunan ini termuat dalam suatu interval I1 = [a; b] : Kita ambil n1 = 1:
Sekarang kita bagi I1menjadi dua sub interval yang sama I’1dan I” 1 ; dan bagi himpunan n : n > 1 menjadi 2 bagian:
A1 = n∈ N : n > n1; xn∈I’1, B1 = n∈ N : n > n1, xn∈ I”1.
Jika A1 tak hingga, kita ambil I2 = I’1dan misalkan n2adalah bilangan asli terkecil dalam A1: Jika A1 himpunan hingga, maka
B1haruslah tak hingga, dan ambil I2 = I”1 dan misalkan n2 menjadi bilangan asli terkecil dalam B1. Sekarang kita bagi I2 menjadi
dua sub interval yang sama I’2dan I”2 dan bagihimpunan n : n > n2 menjadi 2 bagian:
A2 = n∈ N : n > n2; xn∈I’2, B2 = n∈ N : n > n2, xn∈ I”2.
Jika A2 tak hingga, kita ambil I3 = I’2dan misalkan n3adalah bilangan asli terkecil dalam A2. Jika A2 himpunan hingga, maka
B2haruslah tak hingga, dan kita ambil I3 = I” 2 dan misalkan n3 adalah bilangan asli terkecil dalam B2. Kita teruskan cara ini
untuk mendapatkan suatu barisan interval tersambung (tersarang) I1⊇ I2⊇ ....⊇Ik⊇....

dan suatu sub barisan (xnk) dari X sedemikian sehungga xnk∈ Ikuntuk k ∈ N. Karena panjang Ik sama dengan
௕ି௔

ଶೖషభ
; Teorema

2.6.2 (lihat Bartle,1994; hal:55) berakibat bahwa ada titik persekutuan (tunggal) ∋ߦ Ik untuksemua k ∈ N. Selain itu karena

xnk danߦberada dalam Ik, kita perolehxnk ≥ߦ-
௕ି௔

ଶೖషభ

dan ini berakibat bahwa sub barisan (xnk) dari X konvergen keߦ.

Teorema 17 kadang-kadang disebut Teorema Bolzano-Weierstrass untuk barisan, (karena ada versi lain teorema ini yaitu untuk
himpunan terbatas dalam R).
Telah dilihat bahwa suatu barisan terbatas dapat mempunyai bermacam-macam sub barisan yang konvergen ke limit yang berbeda.
Umpamanya, barisan ((-1)n) mempunyai sub barisan yang konvergen ke -1 dan sub barisan lain yang konvergen ke 1, dan juga sub
barisan yang tidak konvergen.

Theorem 19 Misalkan X adalah barisan bilangan Real terbatas dan misalkan x ∈ R mempunyai sifat bahwa setiap sub barisan
konvergen dari X adalah konvergen ke x. Maka barisan X konvergen ke x.

Bukti.
Misalkan X adalah barisan bilangan Real terbatas, maka ada M >0 sedemikian sehingga xn≤ M untuk semua n ∈ N. Andaikan
barisan Xtidak konvergen ke x. Kriteria Divergensi berakibat bahwa ada suatu 0<0ߝ dan suatu sub barisan X’ = (xrn) dari X
sedemikian sehinggaxrn- x≥ 0untukߝ semua n∈ N. (#)
Karena X’ adalah suatu sub barisan dari X, maka M juga suatu batas untuk X’. Sehingga Teorema BolzanoWeierstrass berakibat bahwa
X’mempunyai sub barisan konvergen X”. Karena X” juga sub barisan dari X,maka ia juga konvergen ke x. Akibatnya, ia berada dalam
lingkungan0ߝdari x: Karena setiap suku dari X” juga suatu suku dari X’, maka ini kontradiksi dengan (#).



BAHAN AJAR : Analisis Real 44

Barisan Cauchy
Definisi 2.5.1

Barisan bilangan real ܺ = (ܺ௡) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap <ߝ ݐ0�݁ ݎ݀ (ߝ)ܪݐܽ݌ܽ �ܴ߳ sedemikian hingga

untuk setiap ,݊݉ ܴ߳ �݀ ݁݊ ݃ܽ݊�݊ ,݉ ≥ ,(ߝ)ܪ ܾ݁ ܽݎ݈ ௡ݔ|ݑ݇ − ௠ݔ | < .ߝ

Contoh 2.5.2

Barisanቀ
ଵ

௡
ቁmerupakan Barisan Cauchy

Jikadiberikanߝ�> 0, dapat dipilih ܪ = (ߝ)ܪ ℕ߳݁ݏ ݀݁݉ ݅݇ ݅ܽ ℎ݊݅݊ ܪܽ݃݃ >
ଶ

ఌ
. Maka jika ,݊݉ ≥

݀ܪ ݅݌ ݈݋ݎ݁ ℎ݁
ଵ

௡
≤

ଵ

ு
<

ఌ

ଶ
dan dengan cara yang sama diperoleh

ଵ

௠
<

ఌ

ଶ
. Oleh karena itu, jika ,݊݉ ≥ ,(ߝ)ܪ maka

ቚ
ଵ

௡
−

ଵ

௠
ቚ≤

ଵ

௡
+

ଵ

௠
<

ఌ

ଶ
+

ఌ

ଶ
= ߝ�

Karenaberlakuuntuksebarangߝ�> 0, maka dapat disimpulkan bahwaቀ
ଵ

௡
ቁmerupakan barisan Cauchy.

Lemma 2.5.3

Jikaܺ = (ܺ௡) barisan bilangan real yang konvergen, maka X merupakan barisan Cauchy.

Bukti

Misalkanݔ: = ܮ݅ ݉ ܺ. Diberikan <ߝ 0, maka terdapat ܭ ቀ
ఌ

ଶ
ቁ ℕ߳ sedemikian hingga jika ݊≥ ܭ ቀ

ఌ

ଶ
ቁmaka ௡ݔ| −

|ݔ <
ఌ

ଶ
. Oleh karena itu jika(ߝ)ܪ ≔ ܭ ቀ

ఌ

ଶ
ቁdan jika ,݊݉ ≥ ,(ߝ)ܪ maka diperoleh :

௡ݔ| − ௠ݔ | = ௡ݔ)| − (ݔ + −ݔ) ௠ݔ )|

= ௡ݔ| − |ݔ + ௠ݔ| − |ݔ <
ఌ

ଶ
+

ఌ

ଶ
= ߝ�

Karenaberlakuuntuksebarangߝ�> 0, maka terbukti bahwa (ܺ௡)barisan Cauchy.

Lemma 2.5.4

Jikaܺ = (ܺ௡) barisan Cauchy, maka X terbatas

Bukti

Diketahuiܺ = (ܺ௡) barisan Cauchy. Diberikan (ߝ) ≔ 1�݆݅݇ ܪܽ ∶= ≤݊݊ܽ݀(1)ܪ ܪ ,maka ௡ݔ| − ுݔ | < 1.

Selanjutnya menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh|ݔ௡| ≤ ுݔ| | + 1 untuk semua݊ ℕ߳namakan :

ܯ ∶= max{|ݔଵ|, ,|ଶݔ| … . , ,|ுିଵݔ| ுݔ| | + 1}, maka diperoleh |௡ݔ| ≤ ܯ untuk semua ݊ ℕ߳. Jadi terbukti bahwa

X terbatas.

Teorema 2.5.5. (Kriteria Konvergensi Cauchy). Barisan bilangan real ܺ = (ܺ௡)konvergen jika dan hanya jikaܺ = (ܺ௡)

barisan Cauchy.

Bukti

Jelas Lemma 2.5.3

BARISAN CAUCHY BILANGAN REAL

BAB X
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Diketahuiܺ = (ܺ௡) barisan Cauchy. Diambil <ߝ 0, maka terdapat ܪ = (ߝ)ܪ > 0 sedemikian hingga untuk setiap

,݊݉ ℕ߳݀݁݊ ݃ܽ݊ ,݊݉ ≥ ܪ berlaku ௡ݔ| − ௠ݔ | <
ఌ

ଶ
. karena X barisan Cauchy, maka X terbatas, sehingga X memuat

barisan bagian ܺᇱ= ݃݊ܽݕ(௡௞ݔ) ݊݇݋ ݒ݁ ݎ݃ ݁݊ ݇݁ .∗ݔ Oleh karena itu, terdapat

ܭ ≥ ݊݁݀ܪ ܭ݊ܽ݃ {߳ ଵ݊, ଶ݊, ଷ݊, … . } Sedemikian hingga ௄ݔ| − |∗ݔ <
ఌ

ଶ
. akibatnya untuk m = K diperoleh

௡ݔ| − |∗ݔ = ௡ݔ| − ௄ݔ ௄ݔ�+ − |∗ݔ

≤ ௡ݔ| − ௄ݔ | + ௄ݔ| − |∗ݔ

<
ఌ

ଶ
+

ఌ

ଶ
= �karenaߝ� berlaku untuk sebarangߝ> 0, maka terbukti bahwa barisanܺ = (ܺ௡) ݊݇݋ ݒ݁ ݎ݃ ݁݊ .

Defenisi 2.5.6 barisanbilangan realܺ = (௡ݔ) dikatakan kontraktif jika terdapat C, dengan 0<C<1 sedemikian hingga

. −௡ାଶݔ| |௡ାଵݔ ≤ −௡ାଵݔ|ܥ |௡ݔ Untuk semua�݊ ܴ߳ . Bilangan C disebut konstan dari barisan kontraktif.

Teorema 2.5.7 Setiap barisan kontraktif merupakan barisan Cauchy, dan konvergen.

Akibat 2.5.8 jika�ܺ = (௡ݔ) barisan kontraktif dengan konstan C, 0<C<1 dan jikaݔ�∗ = limܺ ,݉ܽ݇ܽ :

1. ∗ݔ| − |௡ݔ ≤
஼೙షభ

ଵି஼
−ଶݔ| |ଵݔ

2. ∗ݔ| − |௡ݔ ≤
஼

ଵି஼
௡ݔ| − |௡ିଵݔ

2.6 Sifat Barisan Divergen

Pada subbab ini diberikan beberapa sifat dari suatu barisan bilangan real (௡ݔ) yang mendekati atau menuju ke ∓∞ yaitu lim (௡ݔ)

= +∞ dan lim (௡ݔ) = −∞ . ingat bahwa barisan divergen adalah barisan yang tidak konvergen.

Definisi 2.6.1. diberikan barisan bilangan real (௡ݔ)

1. Barisan (௡ݔ) dikatakan mendekati +∞,ditulis lim (௡ݔ) = +∞ , jika untuk setiap �ℝ߳�ߙ terdapat k(ߙ) �߳ℕ sedemikian

hingga jika n ≥ k(ߙ),makaݔ௡>ߙ

2. Barisan (௡ݔ) dikatakan mendekati −∞,ditulis lim (௡ݔ) = −∞ , jika untuk setiap ߚ �߳ℝ terdapat k(ߚ) �߳ℕ sedemikian

hingga jika n ≥ k(ߙ),makaݔ௡>ߚ

Barisan (௡ݔ) dikatakan divergen proper (tepat/tegas) jika lim (௡ݔ) = +∞ atau lim (௡ݔ) = −∞. Berikut ini diberikan contoh

bahwa lim݊ଶ = +∞

Contoh 2.6.2 lim݊ଶ = +∞. Jika k(ߝ) �߳ℕ sedemikian hingga k(ߙ)>ߙ , dan jika n≥k(ߙ), maka diperoleh݊ଶ ≥ n ߙ<

Teorema 2.6.3 barisan bilangan real monoton merupakan barisan divergen proper jika dan hanya jika barisannya tidak terbatas.

a) Jika (௡ݔ) barisan naik tak terbatas,maka lim (௡ݔ) = +∞

b) Jika (௡ݔ) barisan turun tak terbatas,maka lim (௡ݔ) =−∞

Bukti

a) Misalkan (௡ݔ) barisan naik jika (௡ݔ) terbatas, maka (௡ݔ) konvergen. Jika (௡ݔ) tidak terbatas, maka untuk sebarang

ߙ ∈ ℝ terdapat n(ߙ) ∈ ℕ sedemikian hingga ௡(ఈ)ݔ>ߙ tetapi karena (௡ݔ) naik, diperoleh ௡ݔ>ߙ untuk semua n

≥ n ߙkarena,(ߙ) sebarang, maka diperoleh bahwa lim (௡ݔ) = +∞

b) Bukti hampir sama dengan (a).

Teorema 2.6.4 diberikan barisan bilangan real (௡ݔ) dan ,(௡ݕ) denganݔ௡ ≤ ௡ݕ untuk semua n∈ R

a) Jika lim (௡ݔ) = +∞, maka lim (௡ݕ) = +∞

b) Jika lim (௡ݔ) = -∞, maka lim (௡ݕ) = -∞
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Bukti.

a) Jika lim (௡ݔ) = +∞ dan jika diberikan ߙ ∈ ℝ, maka terdapat k(ߙ) ∈ �ܴ sedemikian hingga jika n≥ k ,(ߙ) maka

ߙ < ௡ݔ , karena diketahui ௡ݔ dan ௡ݕ untuk semua n ∈ R maka >ߙ y, untuk semua n ≥ k .(ߙ) Karena ߙ sebarang

maka lim (௡ݔ) = +∞

b) Bukti hampir sama dengan (a)

Teorema 2.6.5. diberikan barisan bilangan realݔ௡ danݕ௡ dan untuk suatu L∈ ℝ, L> 0 diperoleh

Limቂ
௫೙

௬೙
ቃ= L

Bukti. Diketahui Limቂ
௫೙

௬೙
ቃ= L ,artinya terdapat k∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap n ≥kberlaku

ଵ

ଶ
L<
௫೙

௬೙
<
ଷ

ଶ
L

Oleh karena itu,diperolehቀ
ଵ

ଶ
௡<ቀݔ>௡ݕቁܮ

ଷ

ଶ
௡ݕቁܮ untuk semua n≥k sehingga menggunakan teorema 2.6.4 teorema terbukti.

2.7 deret tak hingga

Berikut ini diberikan pengantar singkat mengenai suatu deret tak berhingga dari bilangan real

Defenisi 2.7.1 jika X = (௡ݔ) barisan diℝ, maka deret tak berhingga (cukup disebut deret) yang terbentuk oleh X adalah barisan S =

(௞ݏ) yang didefisikan dengan

ଵݏ ଵݔ=
ଶݏ = ଵݏ ଶݔ+ ଵݔ�)= (ଶݔ+

௞ݏ ௞ିଵݏ= ଶݔ+ = ଵݔ) …ଶݔ+ + (௞ݔ

௡ݔ disebut terms dari deret dan ௞ݏ disebut jumlahan parsial (partial sum) jika lim S ada, maka deret S dikatakan konvergen dan nilai

limitnya adalah hasil dari jumlahan deret. Jika limitnya tidak ada,maka dikatakan deret s divergen.

Deret tak berhingga S yang dibangun oleh barisan X= (௡ݔ) disimbolkan dengan (௡ݔ)∑ atau∑ݔ௡ atau∑ ௡ݔ
ି
௡ୀଵ

Contoh 2.7.2

Diberikan barisan X = ௡ୀଵ∞(௡ݎ) dengan r∈ ℝ yang membangun deret

∑ ௡ஶݎ
௡ୀଵ =1 + r +r2+… rn +…

Akan ditunjukkan bahwa jika |r| < 1, maka deret ini konvergen ke
ଵ

(ଵି௥)

Misalkanݏ௡ = 1 + r +r2+… rn +… untuk n≥ 0. Dan jikaݏ௡ dikalikan dengan r mengurangkan hasilnya dariݏ௡, maka diperoleh

௡ݏ = (1-r) = ௡ାଵݎ-1

Oleh karena itu,diperoleh

=௡ݏ
ଵ

ଵି௥
=
௥೙శభ

ଵି௥

Sehingga

ቚݏ௡ −
ଵ

ଵି௥
ቚ≤ -

|௥|೙శభ

|ଵି௥|

Karena ௡ାଵ|ݎ| → 0 saat >|ݎ| 1 , maka deret geometri∑ ௡ஶݎ
௡ୀଵ konvergen ke

ଵ

ଵି௥
saat >|ݎ| 1

Selanjutnya, diberikan kondisi-kondisi yang dapat memberikan jaminan bahwa suatu deret itu konvergen.

Teorema 2.7.3 (The nth Term Test) jika deret∑ݔ௡ ,konvergen , maka lim (௡ݔ) = 0

Bukti. Menggunakan definisi ௡ݔ∑2.7.1 konvergen apabila lim (௞ݏ) ada karenaݔ௡ ௡ݏ= - ௡ିଵݏ , maka lim (௡ݔ) = lim (௡ݏ) -

lim (௡ିଵݏ) = 0.
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Teorema 2.7.4 (kriteria Cauchy) deret ௡ݔ∑ konvergen jika dan hanya jika untuk setiap <ߝ 0 terdapat M (ߝ) �ܴ߳ sedemikian

hingga jika m > n≥ M ,(ߝ) maka

௠ݏ| − |௡ݏ = ௡ାଵݔ| +⋯+௡ାଶݔ�+ ௠ݔ ߝ�>|

Teorema 2.7.5 diberikan (௡ݔ) barisan bilangan real nonnegatif. Maka deret ௡ݔ∑ konvergen jika dan hanya jika barisan S = (sk)

dari jumlahan parsialnya terbatas.

Dalam hal ini

∑ ௡ݔ
ஶ
௡ୀଵ = lim (sk) sup {sk : k �ܴ߳ }

Bukti.

karenaݔ௡> 0, maka barisan jumlahan parsial S naik monoton, yaitu

ଵݏ ≤ ଶݏ ≤…≤sk≤ ⋯

Menggunakan 2.3.4, barisan S = (sk) konvergen jika dan hanya jika barisannya terbatas, dalam hal ini limitnta sama dengan sup {sk}.

Contoh 2.7.6 deret∑
ଵ

௡మ
ஶ
௡ୀଵ konvergen

Karena jumlahan parsial nya monoton, maka cukup ditunjukkan bahwa barisan bagian (sk) terbatas. Jika ଵ݇ = 21– 1 = 1, maka sk =

1. Jika ଶ݇ = 22– 1 = 3, maka

௞మݏ =
ଵ

ଵ
+ቂ

ଵ

ଶమ
+

ଵ

ଷమ
ቃ< 1 +

ଶ

ଶమ
= 1 +

ଵ

ଶ
,

Dan jika k3 = 23 -1 =7 , maka diperoleh

௞యݏ ௞మݏ= +ቂ
ଵ

ସమ
+

ଵ

ହమ
+

ଵ

଺మ
+

ଵ

଻మ
ቃ<ݏ௞మ +

ସ

ସమ
< 1 +

ଵ

ଶ
+
ଵ

ଶమ

Menggunakan induksi matematik, diperoleh bahwa jika k1 = 21 – 1 , maka

0 >௞యݏ> 1 +
ଵ

ଶ
+ቀ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ

+ …+ቀ
ଵ

ଶ
ቁ
ଶିଵ

Karena ruas kanan merupakan jumlah parsial dari deret geometri dengan r +
ଵ

ଶ
, maka lim (sk ) =

ଵ

ቂଵି�
భ

మ
ቃ

= 2. Jadi, deret ∑
ଵ

௡మ
ஶ
௡ୀଵ

konvergen

2.7.7 Tes Perbandingan (comparison tests) diberikan barisan bilangan real X = (xn) dan y=(yn), dan misalkan untuk suatu k ∈ R

berlaku 0≤ xn≤ yn untuk n≥ k

a) Jika∑ݕ௡ konvergen, maka∑ݔ௡ konvergen

b) Jika∑ݔ௡ divergen, maka∑ݕ௡ divergen

Bukti.

a) misalkan∑ݕ௡ konvergen diberikanߝ> 0 dan M (ߝ) ∈ R sedemikian hingga jika m > n≥ ܯ ,(ߝ) maka

௡ିଵݕ + …+ ym<ߝ

Jika m > max {K ,M ,{(ߝ) maka diperoleh bahwa

௡ାଵݔ�≥0 +…+ xm≤ ௡ାଵݕ +…+ym<ߝ

Yang berakibat bahwa∑ݔ௡ konvergen.

b) Menggunakan kontraposisi dari (a) maka teorema terbukti.

2.7.8 tes perbandingan limit misalkan X = (xn) barisan positif naik tegas dan misalkan limit berikut ada dalamℝ ,yaitu

r = limቀ
௫೙

௬೙
ቁ
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a. Jika r≠ 0 , maka∑ݔ௡ konvergen jika dan hanya jika∑ݕ௡ konvergen

b. Jika r = 0 , maka∑ݕ௡ konvergen jika dan hanya jika∑ݔ௡ konvergen

Bukti

a. Diketahui r = lim ቀ
௫೙

௬೙
ቁdan dari soal latihan 2.1.10 maka terdapat k∈ ℕ sedemikian hingga untuk n ≥ k berlaku

ଵ

ଶ
r

≤
௫೙

௬೙
≤ 2r sehingga diperoleh

ቀ
ଵ

ଶ
≥�௡ݕቁݎ� ௡ݔ ≤ .௡ݕ(ݎ2) Menggunakan tes perbandingan 2.7.7 dua kali, maka pernyataan (a) terbukti

b. Jika r = 0, maka terdapat ܭ ∈ ℕ sedemikian hingga untuk ݊≥ ܭ berlaku menggunakan teorema 2.7.7(a), maka

pernyataan (b) terbukti.

Contoh 2.7.9. deret

෍
1

݊ଶ + ݊

ஶ

௡ୀଵ����

�݇ ݊݋ ݒ݁ ݎ݃ ݁݊

Diketahui kesamaan berikut benar

0 <
1

݊ଶ + ݊
≤

1

݊ଶ
݊�݇ݑݐ݊ݑ� ∈ ℕ

Karena telah diketahui deret ∑
ଵ

௡మ
ஶ
௡ୀଵ���� �݇ ݊݋ ݒ݁ ݎ݃ ݁݊ , maka menggunakan tes perbandingan 2.7.7 diperoleh bahwa

deret∑
ଵ

௡మା௡
ஶ
௡ୀଵ���� �݇ ݊݋ ݒ݁ ݎ݃ ݁݊
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