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BABI

A, Sifat-

Pada

SIFAT-SIFAT ALJABAR BILANGAN REAL

sifat Aljabar dalam R

himpunan semua bilangan real R terdapat dua operasi biner, dinotasikan "+" dan " - " yang disebut dengan

penjumlahan ( addition ) dan perkalian ( multiplication ). Operasi biner tersebut memenuhi sifat - sifat berikut :

)
2)
3)
4)
2)

6)
7)

8)

9)

a+b=>b+a,untuk a,b € R (sifat komutatif penjumlahan )

(a+b)+c=a+ (b+ c)untuk a,b,c € R(sifat assosiatif penjumlahan )

Terdapat 0 € R sedemikian hingga 0 + a = a dan a + 0 = a untuk semua a € R (eksistensi
elemen nol )

Untuk setiap a € R terdapat —a € R sedemikian hingga a + (—a) = 0 dan (—a) + a = 0 (
eksistensi elemen negatif atau invers penjumlahan )

a-b=>b-auntua,b € R (sifat komutatif penjumlahan )

(a*b)-c=a-(b-c)untuk a,b,c € R(sifatassosiatif perkalian )

Terdapat 1 € R sedemikian hingga 1 - @ = a dan a - 1 = a untuk semua @ € R ( eksistensi elemen

unit 1)
Untuk setiap a € R, a = 0 terdapati € R sedemikian hingga a - G) =1 (eksistensi invers

perkalian )
a-(b=c)=(a-b)+(b-c)dan(b+c)-a=
(b-a) + (c-a)untuk a, b, c € R (sifat distribusi perkalian atas penjumlahan )

Teorema 1.1.1.

a) Jkaz,a € Rdengmz+a=amakaz=0
b) Jkaudanb # 0 € Rdengamu-b =b,makau=1
¢) Jkaa € R,mkaa-0=0

Bukti

a) Jikaz,a € Rdenganz + a = a maka z = 0, menggunakan sifat 3,4 dan 2

Diperoleh :
z=z+0
z=z+ (a+(-a))
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z=(z+a)+ (—a)
z=a+ (—a)
z=0
b) Jka udanb # 0 € R dengan u-b = b, maka u = 1 menggunakan sifat 7,8, dan 6 ,

diperoleh :
u=u-1

v o)
e ()
re)
u=1

¢) Krema+a-0=a-1+a-0,a=1+0),a=1.makaa-0=0
Dengan demikian maka semua teorema terbukti
Teorema 1.1.2. Jikaa € R, maka:
a) Jkaa+b=0,makab=—a
b) Jkaa # 0 dan b € R sedemikian hinggaa - b = 1, maka b =§
¢) Jkaa-b=0makaa=0ataub=0
Bukti :
a) Jkaa+b=0,makab = —amaka:
a+b=0<(—a)+(a+b)=(-a)+0
a+b=0 (z)((—a)+a)+b=—a
a+b=0<0+b=-a
a+b=0b=-a

b) Jkaa # 0 dan b € R sedemikianhinggaa - b = 1, maka b = i, maka :

ab=1 @(2)- (a-b)=<%)0

a-b=1 @(%-a)(b)zé

1
a-b=1b= -
a
¢) Jkaa-b =0 ,makaa=0ataub = 0,maka;

BAHAN AJAR : Analisis Real 3



abhb=0¢& <l>-(a-b)= (%)O

a
ab=0s (2-a)(b)=0
ab=0 1:-b=0
a-b=0 b=0

Dengan demikian semua teorema terbukti.

Teorema tersebut di atas menjelaskan beberapa sifat aljabar sederhana dari sistem bilangan real.

Operasi pengurangan ( subfraction ) didefenisikan dengan a — b = a + (—b)untuk a, b € R. Sama halnya
dengan operasi pembagian (division ) , untuk @, € R dengan b = 0 didefenisikan% =a (%)

B. Bilangan Rasional dan Irasional

1. Bilangan Rasional
Telah diketahui bahwa himpunan N dan Z adalah subset dari IR. Elemen R yang dapat dituliskan dalam bentuk Z dimana

a,b € Z dana # 0 disebut dengan bilangan rasional. Bilangan rasional disimbolkan dengan Q.

2. Bilangan Irasional

Bilangan yang tidak dapat dinyatakan dalam bentuk g.

Contohnya : /2
Akan ditunjukan bahwa tidak terdapat bilangan rasional yang kuadratnya adalah 2. Untuk membuktikannya digunakan istilah
genap dan ganjil. Suatu bilangan asli disebut genap apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n untuk suatu n € N, dan
disebut ganjil apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n - 1 untuk suatu n € N.
Teorema 1.1.4. Tidak ada elemen 7 € Q sedemikian hingga 72 = 2.
Bukti :

Andaikan ada 7 € Q sedemikian hingga 72 = 2. Karena r € Q, maka r dapat dituliskan sebagai g dengan p dan q

2
tidak mempunyai faktor selain 1. Sehingga diperoleh (g) = 2 atan p? = 2q2. Karena 2q? genap, maka p>

genap.
Karena p genap , maka p = 2k untuk suatu k € N, sehingga p? = (2k)? = 4k?2. Dilain pihak diketahui
p? = 2q? dan p genap, akibatnya q ganjil, sebab jika q genap maka faktor berserikat p dan q bukan 1. Jadi q haruslah
ganjil , sehingga diperoleh p? = 2q? & 4k? = 2q% © 2k? = q* yang berarti q genap. Sehingga muncul
kontradiksi bahwa q ganjil. Jadi, pengandaian salah , yang benar adalah tidak ada € @Q sedemikian hingga 72 = 2.
Latihan :

1. Jkaa,b € R tunjukan bahwa:

a) —(a+b)=(-a)+ (-b)
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b) (—a)(—b) =ab

¢) —(%)=_7ajikab¢0

BABII
SIFAT-SIFAT URUTAN BILANGAN REAL

A. Sifat sifat urutan pada R

Sifat urutan menjelaskan tentang kepositifan (positivity) dan ketaksamaan (inequalities) diantara bilangan bilangan real. Ada
subjek tak kosong ,yang disebut dengan himpunan bilangan bilangan real positif tegas, yang memenubhi sifat sifat berikut
() Jkalkaa,b € P,mkaa +b € P.
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(i) Jkalkaa,b € P, makaab € P.
(iii) JikaJika a € 1P, maka memenuhi tepat pada suatu kondisi berikut:

a€EeP a=0 —a€EP
Sifat pertama dan kedua teorema diatas menjelaskan tentang sifat tertutup [P terhadap operasi penjumlahan dan perkalian.
Sifat yang ketiga (ii1) sering disebut sifat trikotomi (trichotomy property), sebab akan membagi R kedalam tiga jenis elemen yang
berbeda. Hal ini menjelaskan bahwa himpunan {—a: a € P} dari bilanganreal negatif tidak mempunyai elemen yang sama dengan
himpunan bilangan real positif. Lebih lanjut IR merupakan gabungan tiga himpunan saling asing tersebut, yaitu
R=P U{—a:a € P}u{0}

Definisi 1.1.5

() Jikaa € P, ditulis @ > 0, artinya a adalah bilangan rieal positif

(i) Jikaa € P U {0},ditulis @ > 0, artinya a adalah bilangan real nonnegatif

(ii) Jika —a € P, ditulis a < 0, artinya adalah a bilangan real negatif

(iv) Jika —a € P U {0}, ditulis @ < 0, artinya a adalah bilangan real nonpositif

Definisi 1.1.6
(@) Jkaa — b € P.Makadituliskana > batau b < a

(b) Jkaa — b € P U {0} Maka dituliskan @ > b ataub < a

sifat trikotomi diatas berakibatkan bahwa untuk @, > € IR memenuhi tepat satu kondisi berikut
a>b, a=>o, a<b
Selanjutnyajika a < b atanb < amaka,a = b.Jikkaa < b < c maka, artinyabahwaa < b danb < ¢
Teorema 1.1.7 diberikan sebarang a, b, ¢ € R
(@) Jkaa > bdanb > cmakaa > ¢

(b) Jkaa > b,maka a + ¢ > b + ¢
(c) Jkaa > bdan ¢ > 0,makalJikaca > cb

Jlkaa > bdan ¢ < 0, makaJikaca < cb
@) Jikaa > b,mka—> 0

Jkaa < b,makaal <0

Bukti
a) Diketahui Jilka @ > b dan b > c,a,b,c € R, karena a > bmaka a — b € PP, karena b > b

,b — ¢ € P. Menurut sifat urutan, maka a + b € IP, sehingga diperoleh (a — b) + (b —c¢) €
Pea—-b+celP

S(a-c)+(-b+b)eEP
S(a—c)+0€P
Sa—ceP
Sa>c
b) Jka a — b € P, maka (a + b) — (b —c¢) = a — b € IP, sehingga diperoleh bahwa a + ¢ >

b+c
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¢) Jka a — b € Pdan Jika ¢ € P,maka Jika ca — cb = c(a — b) € P,akibatnya ca > cb untuk
¢ > 0. Gunakan langkah yang sama untuk ¢ < 0
d) Cobalah sendiri

Oleh karena itu,dapat didilihat bahwa bilangan asli juga merupakan bilangan real positif. Sifat ini diperoleh dari sifat dasar
urutan, berikut ini diberikan teoremanya

Teorema 1.1.8
(@ Jkaa € Rdana # O,makaa? > 0

b 1>0
(c) Jkan € N,makan > 0

Teorema 1.19 Jikaa, b € RdanJikaa < b,maka a < asz <b

(a+b)

Bukti Karena a < b,mkaa + a < a+ b © 2a < a + b, diperoleh a < -

. Karena a < b, maka a +

(a+b

b<b+bo a+b<2b, diperoleh ” ) < b, Akibatnya, dari kedua pernyataan di atas diperoleh bahwa a <

£2i22<< b_
2

Dapat di tunjukkan bahwa tidak ada bilangan real positif yang terkecil, sebab jika diberikan @ > 0, dan karena % > 0,

maka di peroleh

0<1 >
Sa>a

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa suatu himpunan @ > O adalah sama dengan nol, maka harus ditunjukkan bahwa a
selalu lebih kecil dari sebarang bilangan positif yang diberikan.

Teorema 1.1.10. Jikaa € R sedemikian hingga O > a < & untuk setiaps > 0, makaa = 0.
Bukti Andatkan @ > 0, maka a > % > 0. Diambil £, = %(eo bilangan real positif tegas), maka a > £, > 0. Kontraksi

dengan pernyataan 0 < a < & untuk setiap £ > 0. Jadi, pengandaian salah, yang benar adalah @ = 0.
Perkalian antara dua bilangan positif hasilnya adalah positif. Akan tetapi, hasil perkalian yang positif bellum tentu setiap
faktornya positif.

Teorema 1.1.11.Jikaab > 0, maka berlaku
({)] a > Odanb > 0, atau

(ii) a < Odanb < 0.

Alabat 1.1.12.Jika ab < 0, maka berlaku
) a < 0danb < 0,atau
(ii) a>0dmb > 0.

B. Ketaksamaan (Inequalities)
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Selanjutnya, akan di tunjukkan bagaimana sifat urutan dapat digunakan untuk menyelesaikan suatu ketaksamaan.
Perhatikan contoh dibawah ini.

Contoh 1.1.13.
(a) Tentukan himpunan A4 dari bilangan real x sedimian hingga 2x + 3 < 6.

Jawalr Diketahui x € A dan2x + 3 < 6, maka
2x+3£6®2x§3@x§%.]adi,A={xeR:xS%}.
(b) Diberikan B = {x € R : x2 + x > 2}. Tentukan bentuk lain dari B

Jawab : Diketahui x € B dan x2 + x > 2 atan x> + x — 2 > 0 atau (x — 1)(x + 2) > 0. Sehingga
di peroleh 1)) x — 1 > O danx + 2 > 0, atau (i) x — 1 < 0 dan x + 2 < 0. Untuk kasus (i) diperoleh
bahwa x > 1 dan x > —2, yang berarti x > 1. Untuk kasus (ii) di peroleh bahwa x < 1 dan x < —2, yang
berarti x < — 2. Jadi, himpunannya adalah

B={xeR:x>1}U{xeR:x < -2}

Teorema 1.1.14.Jikaa > O danb > 0, maka
@ a<bead<b:eVJa<b

b a<bea?<b?oJa<b

Teorema 1.1.15. Jika x > —1,maka (i + x)” = 1 + nux untuk semua nn € N. (Ketaksamaan Bernoulli)
Bukti : akan dibuktikan menggunakan induksi
Untuk 7=Zmaka (1 + x)1 > 1+ 1:x< 1 + x > 1 + x(pertanyaan benar )
Misalkan benar untuk n=£ yaitu (1 + x)* > 1 + kx. Akan dibuktikan benar untuk n=k+1, yaitu
A+ =0+ A+x)=0 + kx) (1 +x)
=1+ kx + x + kx?
=1k + 1)x + kx?
Karena kx? > 0, maka (1 + x)*** > 1 + (k + 1) x, yang berarti benar untuk n = k+1. Jadi, terbukti bahwa
(1 + x)™ = 1+ kn untuk semuan € N.

1.1.16. Ketaksamaan Cauchy Jikan € N dana,,...,a,, b;,..., b, € R, maka
(@b +azhy+.. +ay by F < P + aZ +..*al) bF + b7 +.. +b¢)
Atau
(Xt aib ) = (B, a) (B, ai).
Selanjutnya , jika tidak semua b; = 0 maka ( 7=, aibi > = (X7, a® (X, b?) jika dan hanya jika terdapat s € R
sedemikian hingga a; = sby, a2 =sbs,..., a, = sh.

Bukti. Didefinisikan fungsi F : R — IR sebagai berikut :
FO) = (a1 —thif + (az—thy)? +... +(a - th,P, t € R.
Jelas bahwa F(t) = 0, untuk setiap ¢ € IR, selanjutnya,
F®) = (aF — 2tarh; + BbP) + (aF — 2lashz + Ebz + Eb7 )+...+(ai -Qtahy + EbiY)
=(af +af +.. +af) = 2 (aiby +... *ahy) +E (b7 +b72+..+bi)
=(Xriat)-2(3Y, aib)+2 (XL, bd)
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Ingat bahwa 4 + 2Bt + C£ > Ojika dan hanya jika (ZBF — 4 AC < 0, yang berakibat B2=< A(. Sehingga diperolah bahwa
ey aib ) < (X, @)X, ai).

Dengan demikian teorema terbukti.

Soal Latihan
1. Jikaabe R, tunjukan bahwa:
(a) —(a+h)=(-a)+(-h).
(b) (-a)(-b)=ab.
(c) —(a/b)=_7a jikab # 0.

2. Selesaikan persamaan berikut .

(@) 2x+5=8.
() X2=2
Jikaa# 0 dan b # 0, tunjukan bahwa (—1b) =C)(5)

Buktikan bahwa tidak ada bilangan rasional t sedemikian hingga tZ = 3.
Buktikan bahwa jika a > 0, maka ﬁ =a.

Jikaa, b€ R, ditunjukan bahwa a2 +h? = 0 jika dan hanya jika a =b =0.
Buktikan bahwa [ %(a +h) < %(a2 +h?), untuk semua a, b € R.

Tunjukan bahwa jikaa € R danm, n

BABIII
NILAI MUTLAK

A Nilai Mutlak
Dari sifat Trikotomi, dapat ditarik kesimpulan bahwa jika ¢ € R dan a # 0, maka a atau — a merupakan bilangan
real positif. Nilai mutlak dari @ # O didefinisikan sebagai nilai positif dari dua bilangan tersebut.
Definisi 1.2.1
Nilai mutlak (absolute valua) dari suatu bilangan real & dinotasikan dengan | a |, didefinisikan sebagai

ajikaa >0
la] ={ 0jikaa=0
—ajikaa <0

Sehingga domain dari fungsi nilai mutlak adalah R dan rangenya adalah P U {0}.

Contohnya :
(@ |3] =3dan
(b) -9 =09.
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() I51=5
@ |-8/=8
Dapat dilihat dari definisi di atas bahwa || > O untuk semua a € R, dan bahwa |a| = O jika dan hanya jika

a = 0.Jugabahwa |—a| = a untuk semua a € R.
Berikut ini diberikan beberapa sifat nilai mutlak :
Teorema 1.2.2
(@ |al = 0jika dan hanya jikaa = 0.
(b) |—a| = auntuk semuaa €R.
(¢) |ab| = |al|b| untuk semua a,b € R.
@) |al? = a® untuk semuaa € R.
(&) Jika c = 0,maka |a| < ¢ jika dan hanya jika—c<a <c.
H —la| < a < |a| untuk semua a € R.
Bukti :
(a) Jikaa = Omaka|a| = 0.Jkaa # Omaka —a # O sehingga |a| # 0.

Oleh karena itu, jika |a| = O, makaa = O .
(b) Jkaa = O,maka|0] = 0 = |—0|.Jikaa > 0, maka - a < O dan akibatnya

la| = a=—(-a) = |-al
Jika a < 0, maka — a > 0 dan akibatnya
lal = —a = |—al

() Jkaa = b = 0, maka terbukti.

Jikaa > Odanb > 0,maka ab > 0, sehingga |ab| = ab = |a]|b]|.

Jkaa > Odanb < 0,maka ab < 0, sehingga |ab| = —ab = a(—b) = |a]|b|.
(d) Karenaa? > 0,makaa? = |a?| = |aa| = |al|a| = |a|?.
(¢) Jkala| < c,mkaa < cdam—a < cyagherati —c < a <c.

Sebaliknya, jika —c < a < c, maka diperoleha < cdan—a < c.Jadi|a| < c.
() Dengan mengambil c = ||, maka:

Jkaa = |a|,makaa < |a|dan—a < |a| yang berarti —|a| < a < |a].

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang disebut dengan Ketaksamaan Segitiga (Trianglee Inequality).

1.2.3 Ketaksamaan Segitiga

Jikaa,b € R, maka|a + b| < |a| + |b|.

Bukti :

Dari Teorema 1.2.2 (f), diketahui —|a| < a < |a| dan —|b| < b < |b|. Dengan menjumlahkan kedua ketaksamaan
diperoleh

=—lal|<a<|a|l+—|b| <b < |b|

=—|a|+—=|b| <a+b < |a| +|b]

BAHAN AJAR : Analisis Real 10



=—(la| +|b]) <a+b <|a| +|b]|
Menggunakan Teorema 1.2.2 (e) diperoleh bahwa |a + b| < |a| + |b].
Akibat 1.2.4
Jikaa,b € R, maka:
@ |lal = |bl| < la - b|
®) |a —b| <lal + |b|
Bukti :
(@ Tulis a =a—b+ b dan substitusikan ke dalam Ketaksamaan Segitiga. Sehingga |a| = |(a — b) + b| <
|a — b| + |b|. Kurangkan kedua ruas dengan | b |, diperoleh |a| — |b| < |a — b].

Langkah-langkahnya :

a=a—-b+b

la| = |(a —b) + b| < |a—b|+ |b| (keduaruas dikurang dengan |b|)

lal = |bl = [(a — b) + b| — |b| < |a — b| + |b| — |b|

la| = |bl =la—b+b| = |b| < |a —b[ + |b| —|b]|
la| = |b| = |a+ 0| — |b| < |a = b| + |b| — |b]

lal = |bl = la|] — |b|] < |a — b| + |b| — |b|

la| = |b|=0<]a—b|+0

la| = |b| =0 < |a —b|

la] = |b| < |a = b| - Terbukti
Gunakan cara yang sama untuk b = b — a + a dan substitusikan ke dalam Ketaksamaan Segitiga. Sehingga diperoleh |b| =
|(b —a) + a| < |b — a| + |a|. Kurangkan kedua ruas dengan | a|, diperoleh — |a — b| < |a| — |b].
Langkah-langkahnya :

b=b—a+a

|b| = |(b —a) + a| < |b — a| + |a| (kedua ruas dikurang dengan |a|)

|bl = lal = (b —a) + a| —la| < |b—al + |a| —|al

|bl —lal =|b—a+al—lal < |b—al+la|] —|al
|0] =10 = [b + 0] = |al <|b —al + |a] —al
O0=|b|—|a|<|b—al—-0

|0 —1b—al| < |b] - lal —|la —b| < |a| = |b| - Terbukti
Kombinasikan kedua ketaksamaan tersebut, diperoleh :
la] = |b] < la = b| = —la—b| < |a| - |b]

Menggunakan Teorema 1.2.2 () diperoleh bahwa ||a| — |b|| <l|a-—b|.
Jika||a— b|| < 0, maka |a| — |b| < |a — b|dan-||a — b|| < |a — b| diperoleh —|a — b| < |a| —
|b| < |a — b). Sebaliknya, jika
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—|a — b| < |a| — |b| < |a — b|, maka diperoleh |a| — |b| < |a — b|dan- ||a — b|| < |a — b)|. Jadi,
lla —bll < la—bl.
(b) Gantilah b pada Ketaksamaan Segitiga dengan — b, sehingga diperoleh | — b| < |a| + |—b|. Karena |—b| =
b, maka diperoleh bahwa |a —b<lal + |b||.
Langkah-langkahnya :
la + b| < |a| + |b|
la —b| = |a| + |-b]
la—b < lal + |b|
Ketaksamaan segitiga diatas dapat diperluas sehingga berlaku untuk sebarang bilangan real yang banyaknya
berhingga.
Akibat 1.2.5
Jikaay,a,, ..., a, adalahsebarang bilangan real, maka

lay + az + -+ an| < las| + [az| + - + [a,]

Contoh 1.2.6

2_
Diberikan fungsi f yang didefinisikan denganf (x) = % utuk x € [2,3]. Tentukan konstanta M sedemikian hingga

2
|f(x)| < M, untuk setiap x € [2,3].

2x2—3x+1| _|2x?-3x+1|
2x-1 |~ j2x-1]

Diketahui | f (x)| =

|2x% — 3x + 1| < |2x?| + |=3x| + |1]
=2|x?| +3|x| +1
<2|(3*)|+3|3)+1

=28
dan
|12x — 1| = |2x| — |1|
> ||2(2)] - [1]|
=3
Sehingga | f (x) =| = |2x2;i’i+1| g?

Jadi, dengan mengambil M = %, didapat | f (x)| < M, untuk setiap x € [2,3].
B.  Ganis Bilangan Real (The Real Line)
Interpetasi geometri yang dikenal di antaranya garis bilangan real (real time). Pada garis real, nilai mutlak || dari suatu

elemen a € R adalah jarak a ke 0. Secara umum, jarak (distance) antara elemen a dan b di R adalah |a — b)|.

Perhatikan gambar berikut :

I |

A
v
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Definisi 1.2.6
Diberikan @ € R dan € > 0. Persekitaran-¢ (¢ — neightborhood) dari a didefinisikan sebagai himpunan
Ve(a) ={x€R: |x—a|l<e}=(a—¢a+¢)

Dapat dilihat bahwa x € V& (@) jika dan hanyajika a — &, < x < a + €. Persekitaran juga sering disebut dengan kitaran.

Teorema 1.2.7

Diberikan a € R. Jika x berada dalam persekutuanV € (@) untuk setiap e > 0, makax = a.

Bukti :

Jika x memenuhi |x — a| < & untuk setiap £ > 0, maka berdasarkan Teorema 1.1.10 diperoleh bahwa |x — a| = 0, yang

berakibat x = 0.
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BABIV
SIFAT KELENGKAPAN BILANGAN REAL

A. Sifat Kelengkapan Bilangan Real

Bagian ini akan mendiskusikan sifat-sifat penting bilangan Real I yang sering disebut sebagai sifat Kelengkapan, karena
sifat ini menjamin eksistensi elemen-elemen T bila hipotesis-hipotesis tertentu dipenuhi. Sistem bilangan rasional € memenuhi
sifat aljabar dan sifat urutan, tetapi telah diperlihatkan bahwa /2 tidak dapat dinyatakan sebagai bilangan rasional, oleh karena
itu v/2 = @. Observasi ini memperlihatkan bahwa perlunya sifat tambahan untuk mengkarakteristikkan bilangan Real. Sifat
tambahan ini, sifat kelengkapan (sifat supremum), adalah suatu sifat esensial dari IR.

Ada beberapa versi sifat kelengkapan. Disini, akan diberikan sifat yang paling efisien dengan mengasumsikan bahwa setiap

himpunan terhatas tak kosong di R mempunyai supremum.

Supremum dan Infimum
Berikut ini diperkenalkan konsep tentang batas atas dan batas bawah dari suatu himpunan bilangan real.
Definisi 1.3.1. Dibertkan subset tak kosong S = R .

1 Himpunan S dikatakan terbatas ke atas (bounded above) jika terdapat suatu bilangan # € R sedemikian hingga s <=
untuk semua s<.5. Setiap bilangan u seperti ini disebut dengan batas atas (upper bound) dari S.

2 Himpunan S dikatakan terbatas ke bawah (bounded below) jika terdapat ~ suatu bilangan wER sedemikian hingga w << s
untuk semua s<.§. Setiap bilangan w seperti ini disebut dengan batas bawah (fower bound) dari S.

3 Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) jika terbatas ke atas dan terbatas ke bawah. Jika tidak, maka dikatakan tidak
terbatas (unbounded).
Sebagai contoh, himpunan S:= {xER: x< 2} ini terbatas ke atas, sebab bilangan 2 dan sebarang bilangan lebih dari 2
merupakan batas atas dari 5. Himpunan  ini tidak mempunyai batas bawah, jadi himpunan ini tidak terhatas ke bawah.
Jadi, S merupakan himpunan yang tidak terbatas.
Definisi 1.3.2. Diberikan S subset tak kosong R .

a) Jika S terbatas ke atas, maka suatu bilangan # disebut supremum ( batas atas terkecil) dari S jika memenuhi kondisi

berikut:

1. umerupakan batas atas 5, dan

BAHAN AJAR : Analisis Real 14



2. jika vadalah sebarang batas atas S, maka u << v.
Ditulis #=sup S.
b) Jika Sterbatas ke bawah, maka suatu bilangan # disebut infimum
(batas bawah terbesar) dari S jika memenuhi kondisi berikut:
1. wmerupakan batas bawah S, dan
2. jika fadalah sebarang batas bawah S, maka ¢ == w.
Ditulis w= inf §.
Mudah untuk dilihat bahwa jika diberikan suatu himpunan § subset dari IR ,maka hanya terdapat satu supremum, atau
supremumnya tunggal. Juga dapat ditunjukkan bahwa jika u ' adalah sebarang batas atas dari suatu himpunan tak kosong S,

maka sup S < u', sebab sup § merupakan batas atas terkecil dari 5. Suatu subset tak kosong § = IR mempunyai empat

kemungkinan, yaitu
1.  mempunyai supremum dan infimum,
2. hanya mempunyai supremum,
3. hanya mempunyai infimum,
4. tidak mempunyai infimum dan supremum.

Setiap bilangan real 2 £R merupakan batas atas dan sekaligus juga merupakan batas bawah himpunan kosong @. Jadi,
himpunan @ tidak mempunyai supremum dan infimum.
Lemma 1.3.3. Swatu bilangan u merupakan supremum dari subset tak kosong S = jika dan hanya jika u memenubi kondisi
bertkut:
(1) s = u untuk semua s €S,
(2) jika v< u, maka terdapat s'S sedemikian hingga x<s' .
Lemma 1.3.4. Diberikan subset tak kosong S € R,
(a) u= sup S jika dan hanya jika untuk setiap & > 0 terdapat s1 5, sedemikian hingga u- £ <s1.
(b) w = inf S jika dan hanya jika untuk setiap £ > 0 terdapat s2€ S, sedemikian hinggau- € < sz
Bukti.
(a) Diketahui = sup §dan diberikan £ > 0. Karena u- £ <u, maka v— &
bukan merupakan batas atas 5. Oleh karena itu, terdapat s1 =S yang lebih besar
dari u- &, sehingga u- £ <su.
Diketahui u- £ <s1. Jika u merupakan batas atas S, dan jika memenuhi
v< i, maka diambil £ := u- v. Maka jelas £ > 0, dan diperoleh bahwa

u=supS.
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Contoh 1.3.5.
(a) Jika suatu himpunan tak kosong S$i mempunyai elemen sebanyak berhingga, maka dapat dilihat bahwa S mempunyai
elemen terbesar, namakan u, dan elemen terkecil, namakan w. Maka » = sup S1 dan w = inf §; , dan keduanya
merupakan elemen 5.

(b) Himpunan & == {x:0 < x<_1 } mempunyai batas atas 1. Akan dibuktikan bahwa 1 merupakan supremumnya. Jika
v <1, maka terdapat s'E $ sedemikian hingga v < s' . Oleh karena itu, v bukan merupakan batas atas $ dan

karena v merupakan sebarang v <1, maka dapat disimpulkan bahwa sup $ =1. Dengan cara yang sama dapat
ditunjukkan bahwa inf = 0.
Sifat Kelengkapan R
Akan ditunjukkan bahwa subset tak kosong R yang terbatas ke atas pasti mempunyai batas atas terkecil. Sifat seperti ini

disebut Sifat Lengkap IR . Sifat Lengkap juga sering disebut dengan Aksioma Supremum R .

1. 3.6. Sifat Kelengkapan R Jika subset tak kosong S = R terbatas ke atas, maka ~  supremumnya ada, yaitu terdapat ue

R sedemikian hingga u= sup .

Akibat 1.3.7. Jika subset tak kosong S — R ferbatas ke bawah, maka infimumnya ada, yaitu terdapat we R sedemikian hingga
w=inf §.

Bukti.

Misalkan himpunan 7 terbatas ke bawah, ' = R. Dibentuk himpunan S = {—¢: ¢ €I} , maka S terbatas ke atas dan tidak

kosong. Menurut Aksioma Supremum, sup Sada, namakan #= sup §, maka —u=inf T.

1.4. Penggunaan Sifat Aksioma Supremum
Teorema 1.4.1. Diberikan subset tak kosong S = R yang terbatas ke atas dan sebarang a <R . Didefinisikan himpunan a+ S

={a+s:sES}, maka berlakusup(a+ )= a+ sup(S§).

Bukti.

Jika diberikan := sup §, maka x == wuntuk semua xS, sehingga a + x < a+ u. Oleh karena itu, 2 + # merupakan batas
atas dari himpunan a + S. Akibatnya sup(a+ §) = a+ u. Selanjutnya, misalkan vadalah sebarang batas atas 2+ 5, maka a +
x < yvuntuk semua xS . Akibatnya x < v- auntuk semua x£S, sehingga v- a merupakan batas atas S. Oleh karena itu, #=
sup S < v- a. Karena vadalah sebarang batas atas a + S, maka dengan mengganti v dengan = sup S, maka diperoleh 2 + »

£ Sup (a+ ). dilain pihak diketahui Sup (a+ §) < a+ u .akibatnya terbukti bahwa (a+ §) = a+u=a+Sup S
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Teorema 1.4.2. Diberikan subset tak kosong S = R yang terbatas dan sebarang bilangan real a> 0 . Didefinisikan himpunan aS

:={as: s£5}, maka berlakuinf (a$) = ainf (5) .

Bukti.

Tulis #= inf a$ dan v=inf . Akan dibuktikan bahwa #= av. Karena v = inf a$, maka » <Zas, untuk setiap s=5. Karena v=
inf §, maka v << suntuk setiap s Akibatnya av << as untuk setiap s=S . Berarti av merupakan batas bawah a$. Karena u
batas bawah terbesar a5, maka av << u. Karena u = asuntuk setiap s<.§, maka diperoleh % < s untuk setiap s€.S (sebab 2>
0 ). Karena v=inf S, maka % <y yang berakibat # < av. Di lain pihak diketahui av = u. Akibatnya u= av. Jadi, terbukti

bahwa inf (a$) = ainf () .

Teorema 1.4.3. Jika A dan B subset tak kosong R dan memenubi a <2 b untuk semua a= A dan b= B , makasup A << inf B.
Bukti.
Diambil sebarang b =B maka a < b untuk semua a= A . Artinya bahwa b merupakan batas atas 4, sehingga sup 4 < 5.
Selanjutnya, karena berlaku untuk semua 4 = B, maka sup 4 merupakan batas bawah B. Akibatnya diperoleh bahwa

sup A < inf B.

Sifat Archimedes
Berikut ini diberikan salah satu sifat yang mengaitkan hubungan antara bilangan real dan bilangan asli. Sifat ini menyatakan

bahwa apabila diberikan sebarang bilangan real x, maka selalu dapat ditemukan suatu bilangan asli n yang lebih besar dari x.

1.4.4. Sifat Archimedes. Jikax SR, maka terdapat n = N sedemikian hinggax< n.

Bukti
Ambil sebarang x €IR. Andaikan tidak ada AN sedemikian hingga x < n, maka n < x,, untuk setiap n€N. Dengan kata lain,

xmerupakan batas atas N . Jadi, N © R, N = @, dan N terbatas ke atas. Menurut aksioma supremum, maka sup N ada,
tulis = sup N . Karena u-1< u, maka terdapat m €N dengan sifat #-1< m . Akibatnya u < mr+1 dengan mr+1€N. Timbul
kontradiksi dengan u= sup N . Berarti « batas atas N , yaitu ada m+1EN sehingga # < mr+1 (w bukan batas atas N ). Jadi,

pengandaian salah, yang benar adalah ada m=N sedemikian hingga x< .
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Akibat 1.4.5. Jika S : = { %:nEN R, makainf $=0.
Bukti

Karena S # @ terbatas ke bawah oleh 0, maka S mempunyau infimum, tulis w:= inf S. Jelas bahwa w = 0 . Untuk sebarang €
> (), menggunakan Sifat Archimedes, terdapat n €N sedemikian hingga % <n, akibatnya % < e Oleh karena itu, diperoleh

bahwa 0< w< % < €. Akan tetapi karena € > 0 sebarang, maka berdasarkan Teorema 1.1.10 berakibat bahwa w=0 .

Terbukti bahwa inf S=0.

Akibat 1.4.6. Jika t> 0, maka terdapat tn (1N sedemikian hingga 0 < ni <1.
1

Bukti Karena inf { % :nJN =0dan £> 0, maka ¢bukan batas bawah himpunan { % : 0N . Akibatnya terdapat n, [ 1N
sedemikian hingga 0 < ni <1.

Akibat 1.4.7. Jika y> 0, maka terdapat n, | |N sedemikian hinggany -1 <y<mn,.
Bukti, Sifat Archimedes menjamin bahwa subset £y:={ m IN: y< m} dari N tidak kosong. Menggunakan Sifat Urutan, £y
mempunyai elemen yang paling kecil, yang dinotasikan dengan ;. Oleh karena itu, 7, - 1 bukan elemen £ y . Akibatnya

diperoleh bahwa n, -1 <y<m

Eksistensi Bilangan Real dan Densitas Bilangan Rasional di R
Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapat digunakan untuk memberikan jaminan eksistensi bilangan-bilangan real. Berikut

ini akan ditunjukkan bahwa ada bilangan real positif x sedemikian hingga 2 = 2.

Teorema 1.4.8. Ada bilangan real positif x sedemikian hingga =2 .

Bukti

Dibentuk himpunan S = {s €R: s > 0 dan & < 2}. Jelas bahwa 1 € § dan S ¢, S terbatas di atas. sehab 0 €Sdan 1cS. S terbatas
di atas dengan salah satu batas atasnya adalah 2. Jika £ >2 , maka £2> 4 . Jadi, #= 2 tidak anggota S. Menggunakan Aksioma
Supremum, S €R , S#¢, dan Sterbatas ke atas, maka S mempunyai supremum. Namakan x = sup S, dengan x cR.

Akan dibuktikan bahwa x* = 2 . Andaikan ¥+ 2 , maka x < 2 atau > 2.

Bukti Lanjutkan sebagai latihan

1.4.9. Teorema Densitas (The Density Theorem) Jika x, y R dengan x < y, maka ada bilangan rasional q €Q sedemikian hingga

X< q < y.
Bukti; Dengan tidak mengurangi keumuman (without loss of generality), diambil x> 0 .
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Karena x< y, maka y> O dan y- x> 0. Akibatnya% — x > 0, sehingga dapat dipilih 7eN sedemikian hingga n > % — x. Untuk
n diatas, berlaku ny- nx>1, yaitu nx +1< ny. Karena x> 0, maka dapat dipilih m € N sehinggam —1 < nx <m.

Bilangan m di atas juga memenuhi m < ny, sebab dari m—1 < nx diperoleh m < nx +1< ny. Jadi nx < m < ny . Akibatnya untuk
q= % mempunyai sifat x < % = ¢ <y. Jadi, terdapat bilangan rasional q = % dengan sifat x< g< y. Berikut ini diberikan akibat dari

Teorema Densitas, yaitu di antara dua bilangan real pasti dapat ditemukan bilangan irrasional.

Akibat 1.4.10. Jikax, y € R dengan x< y, maka ada bilangan irrasional r sedemikian hinggax< r<y.

. o o i l . o N . i l
Bukti; Menggunakan Teorema Densitas, ada bilangan real 5 dan N dengan sifat ada bilangan rasional q dengan sifat F 0<%

Akibatnya x< ¢+/2 < ydan g+/2 merupakan bilangan irrasional.
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BABY
INTERVAL DALAM BILANGAN REAL

1.5 Interval dalam R
Jika diberikan a, b € R dengan a < b, maka interval terbuka yang ditentukan oleh a dan b adalah himpunan

(a,b) = {xeR:a<x<bhb}
Titik a dan b disebut titik ujung interval. Tittk ujung tidak memuat dalam interval terbuka. Jika kedua tittk ujung digabungkan kedalam
interval terbukanya, maka disebut interval tertutup, yaitu himpunan

[a,b] = {xeR:a < x < b}
Interval setengah terbuka atau setengah tertutup adalah interval yang memuat salah satu titik ujungnya. Gabungan interval terbuka
dengan titk ujung a, ditulis [, b], dan gabungan interval terbuka dengan titik wjung b, ditulis (a, b]. Masing-masing interval
tersebut terbatas dan mempunyai panjang yang didefenisikan dengan b-a. jika a = b, maka interval terbukanya berkorespondensi
dengan himpunan kosong (a,a) = 0, dan interval tertutupnya berkorespondensi dengan himpunan singleton [a, a] = {a}.
Berikut ini diberikan lima jenis interval tidak terbatas. Symbol oo ( atau +o0) dan -co digunakan sebagai symbol titik ujungnya yang
tak terhingga. Interval terbuka tak terbatas adalah himpunan dengan bentuk
(a,0)={x € R:x>a}dm(—oo,b)={x € R:x < b}
Himpunan pertama tidak mempunyai batas atas dan yang kedua tidak mempunyai batas bawah. Himpunan (a, o) sering juga disebut
dengan sinar terbuka. Diberikan interval tertutup tak terbatas, yaitu (a, ©)={x € R:a < x}dan (—o0,b)={x €
R:x < b}
Himpunan [a, co) sering disebut dengan sinar tertutup. Himpunan R dapat dituliskan sebagai (—co, c0) = R. Perhatikan
bahwa oo dan — oo bukan elemen R.

Teorema 1.5.1 Teorema Karakteristik Interval. Jika S adalah subset R yang memuat paling sedikit dua titik dan mempunyai sifat :
jikax,y € Sdanx < y,maka[x,y] €S
Maka S merupakan suatu interval

Interval susut(nested intervals)
Telah diketahui bahwa barisan adalah fungsi f : R — A # (. jika A adalah himpunan interval-interval, maka terbentuk
barisan interval { I,, },,- ; . Untuk mempersingkat penulisan, barisan {1, },,5, cukup ditulis 7,,

Definisi 1.5.2 (Interval Susut).
Barisan I, ,n € N dikatakan interval susutjikal, 2 I, 2 5.2 I, 2 I,.4 2....

Contoh 1.5.3
L. Diberan I, =[0,%| neN. Yaituly =[0,1] L, =[0.2] 15 [0,3] omabary 2 1 2 ...
dan N7, I, = {0} (mempunyai titik berserikat).
2. Diberikan I,, = [0, ﬂ, n e N. Diperoleh bahwa maka I,, o I, ; untuk setiap . € N. tetapi N;—; I, =
@. Jadi interval susut belum tentu mempunyai titik berserikat. Sebab, andaikan terdapat x € N5, I,,, maka
x € I, untuk setiap n € N, karena x > 0, maka terdapat n € N sedemikian hingga % < x. kontradiksi dengan
pengandaian. Jadi pengandaian salah. Yang benar adalah N>~ I,, = @.
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3. Diberikan I, = [0,1 + ﬂ maka I, = [0,2] I, = [o, 1%] Iy = [o, 1§] ... diperoleh N, I, =
[0,1] = . Adatak hingga banyak ¢ € [0,1]. Perhatikan bahwa inf{l + % tn € N}= L.

1.5.4 Sifat Interval Susut (nested interval property)

Jika I,, = [a,, b,],n € R interval tertutup terbatas dan I,, 2 I, ; untuk setiapn € R (interval susut), maka terdapat
¢ € R sedemikian hingga & € I, untuk setiapn € R (interval susut) maka N;—, I,, # @

Yaitu terdapat & € R sedemikian hingga & € I, untuk setiapn € R

Selanjutnya jika panjang I, = b,, - a,, memenuhiinf {b,, — a,, : n € R}=0, maka elemen berserikat & tersebut tunggal.

Bukti.

Dibentuk himpunan 4= {a,, : ne R}.jelas A+ @ sehaba; e 4, damd c R

Himpunan A terbatas ke atas,sebab ,, 2 I, ; untuk setiap ncR . sehingga di peroleh bahwa a,, < b,,

Untuk setiap n € R , yang berarti b, batas 4. menggunakan sifat lengkap R. Maka supremum A ada ,yaitu terdapat & ¢ R
sedemikian hingga &= sup 4. jelas bahwa a,,, < ¢

Untuk setiap m e R. selanjutnya, untuk sebarang m, n € R berlaku a,, < a4 < bpom < by atana, <b,,

Hal ini berakibat

Sup {a,, : N} < b,,, atau & < b,,, , Karena a,,, < & dan & < b,,,, maka diperoleh a,,, < & < b,,, untuk setiap m
€ N, berarti € € I, = [an ,bn], untuk setiap neN. Sehingga & € N7y [,

yang berakibat N7, ; I,, # @ . jika 77 =inf {b,, : neN'}. maka dengan cara yang cara yang sama (sebelumnya),diperoleh nye 7,
untuk setiap m € N sehingga di peroleh 7€ Ny, 4 I,

akan dibuktikan ketunggalannya ,yaitu 7= & diambil sebarang & > 0 jika inf {b,, — a,, : neN} = 0, maka terdapat n,eN
sehingga 0<y— ¢ < bny —any<ecataul<p—&<e¢

Karena berlaku untuk sebarang & > 0 maka p— & = 0 atau 1) = &. jadi terbukti bahwa y =& € N7, I, tunggal.

Himpunan terhitung (countable)
Diberikan f(n) = {1,2,3,...,n} , n€ N. dua himpunan 4 dan B dikatakan ekuivalen Ditulis 4 ~ Bjika ada fungsi bijektif /:4 — B
contoh:
1. Misalkan 4={1,2,3} dan B={ab,c} , maka 4 ~ B
2. misalkan f: A — Cdengan (={wyxy,2} ,maka 4 —C
suatu himpunan dikatakan tak berhingga(znfinite) jika himpunan tersebut ekuivalen dengan salah satu himpunan bagian sejatinya. Jika
tidak demikian, maka himpunan tersebut dikatakan berhingga(/nite),yaitu ekuivalen dengan dengan f{n) contoh:
1. himpunan 4={1,2,3} berhingga
2. N={123...}, T246,..} © N fungsi
f:N->T
n— f(n) =Zn
jadi, N tak berhingga, Tjuga tak berhingga
suatu himpunan ) dikatakan denumerable jika D~ N. Suatu himpunan dikatakan terhitmg (countable) jika himpunan tersebut
berhingga atau denumerable. Jika tidakmaka dikatakan himpunan tak berhitung (uncountable atau non denumerable), yaitu himpunan
yang tidak ekuivalen dengan N. Jika himpunan 4 terhitung ,maka A dapat disajikan sebagai A{x;, x;, x3, ... } dengan x; # x;
untuk 7 # J
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contoh :

1. Himpunan @ terhitung berhingga

2. Himpunan N terhitung tak berhingga

3. Himpunan 4=1{1,2,3... } terhitung berhingga
Dapat ditunjuk bahwa R merupakan himpunan tak berhitung.untuk membuktikan cukup hanya dengan membuktikan /= [0,1] tak
terhitung.berikut ini diberikan teoremanya

Teorema 1.5.5. himpunan /= [0,1] tak terhitung

Bukti
Andaikan /terhitung,maka dapat ditulis dengan /={x,, x5, x5, ... x;,, ... }
Dikonstruksikan barisan interval tertutup ,terbatas, susut (nested), dan inf {b,, —a.,, : reN} = 0 interval /= [0,1] dibagi menjadi

tiga sama panjangyaitu [0, 1/5], [1/5 2/5],dan [2/5, 1].
Titik x; € /termuat dalam paling banyak dua sub interval. Pilih sub interval yang tidak memuat x,, namakan I,= [a,, b, ] jadi,
X, & I, selanjutnya, I, dibagi menjadi tiga sama panjang, yaitu

[y, a; + 1/9], [a, + 1/9,a1 + 2/9],dan [a, + 2/9,b1].

Kemudian pilih sub interval yang tidak memuat x» , namakan = [ 1ay, b [ 1[ 1.

Jadi, x» & h. Jika proses diteruskan, diperoleh barisan interval tertutup, terbatas,/; > I, D I3 D...D I,, dengan inf
{b, —a, :n € N}=nf E N} Menggunakan sifat Nested Inferval maka terdapat dengan tunggal y € N7, I,
Berati y € [ , yatu y = x untk sialt n  €eN. Akibatnya  x, Nyrpq Iy

,yaitu x; € [,. Sedangkan dari konstruksi diperoleh x & /, Timbul kontradiksi, yang benar adalah /=[0,1] tak terhitung
sehingga R juga tak terhitung.

Teorema Bolzano-Weierstrass

Sebelum dijelaskan tentang Teorema Bolzano-Weierstrass, terlebih dahulu dijelaskan mengenai titik cluster. Bertkut diberikan
definisinya

Definisi 1.5.6. (Titik Cluster) Diberikan subset tak kosong S € R. Titik x ¢ R disebut titk cluster (cluster points) jika
setiap persekitaran Fe (x)=(x- ¢, x+ ¢ ) memuat paling sedikit satu titik anggota .S yang tidak sama dengan x. Titik cluster
sering disebut dengan titik akumulasi atau titik limit.

Dengan kata lain, x titk cluster § jika untuk setiap x = 0 berlaku (V,(x) N S) — {x} # @ atau (V,(x) —

{xhNns + 0.
Ekuivalen dengan mengatakan bahwa x itk cluster § jika untuk seiap 7 ¢ N terdapat

S, € S sedemikian hingga 0 < |s, — x| < %

Contoh 1.5.7.
(1) Diberikan $= (0, 2). Apakah 0 merupakan titik cluster?
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Jawab. Diambll 7700, maka7 Vo100 =000 0000, 00+ 0000 m=00-
(707,070 71]. Menggunakan Teorema Densitas, maka 0 merupakan titik cluster Sdan 0 () S Demikian juga bahwa
% merupakan titik cluster S dan% ES.

(2) Diberikan A = [1,2]U{4}. Apakah 4 titik cluster?

Jawab,  Persekitaran- /7 dari 4 adalah V- [ 14 [ = [14 - /77, 4+ /7 [] . Misal diambil
€= %, maka V,(4) = (4 - %, 4 + %) = (3 %, 4 %) sehingga diperoleh hahwa

(3 %, 4 %) N[1,2] — {4} = @. Jadi, 4 bukan titik cluster.

(3) Diberikan B = {% 'n € N} = {1,%%,%, } Tunjukan bahwa 0 titik cluster Bdengan 0 I B.
Jawab. Menggunakan Sifat Archimedes, jika diberikan seberang £ > 0, maka terdapat n € N sedemikian hingga
0< % < &. Pesekitaraan titik 0 adalah V,(0) = (—¢, €). Jika dipilih & sangat kecil, maka 0 < % <e&.

Jadi, 0 merupakan titik cluster Bdengan 0 (1 B.
1.5.8. Teorema Bolzano-Weierstrass Setiap subset R yang tak berhingsa (infinite) dan terbatas, mempunyai paling sediit satu titk

cluster.

Bukti E—

Diberikan sebarang subset 71 IR tak berhingga dan terbatas. Karena S terbatas, maka terdapat interval 4 = [ |a, [ | dengan panjang
L(1,) = b — a . Kemudian bagilah 4 menjadi dua bagian, yaitu [a, %b] dan [%b, b] Karena S tak berhingga, maka
salah satu interval tersebut memuat tak hingga banyak titik anggota S, sebab apabila keduanya memuat berhingga banyak anggota S,
maka berarti himpunan S berhingga. Namakan bagian yang memuat tak hingga banyak titik anggota S dengan A . Panjangnya
L(I) = ? Selanjutnya, A dibagi menjadi dua bagian seperti langkah 2 di atas, maka salah satu bagian memuat tak hingga

banyak anggota S. Namakan bagian tersebut dengan & . Panjangnya £(I3) = % . Apabila proses diteruskan, maka diperoleh

barisan interval susut (nested) I, > I, > I3 D - D I, D -+

Menurut Sifat Interval Susut, maka

mr1 In £ @, atau terdapat x € Ny4, I, Akan ditunjukkan bahwa x titik cluster S.
b—a
2n-1

< g, makal, € V,(x) . Karena I,, memuat tak

Diambil sebarang > O , maka terdapat n € N sedemikian hingga < &, dan persekitarannya V (x) =
b—a

2n-1

(x —&,x+¢).Karenax e I, dan L(I,) =

hingga banyak titik anggota S, maka 1/ (% ) memuat tak hingga banyak titik anggota S yang tidak sama dengan x. Jadi, x
merupakan titik cluster S.

Himpunan Terbuka dan Tertutup
Defenisi 1.5.9
1. Himpunan G € R dikatakan terbuka dalam R jika untuk setiap x € G terdapat persekitaran V, (x)sedemikian sehingga
V,(x)cG
2. Himpunan F < R dikatan tertutup dalam R jika komplemen £, yaitu F terbuka dalam R
Contoh 1.5.10.
1) Himpunan R = (—o0, ) terhuka, sebab untuk setiapxe Rterdapat V, (x) = (x — 1, x + 1) c R

2) Himpunan terbuka A = (0,1)sebab jika diambile = min {g,xT_l}untuk seiap x € A, makal/, (x) =
(x—ex+e)cA
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3) Himpunan B = [1,2] tertutup, sebab jika diambil x = 1 maka untuk setiap ¢ >0,V (1) = (1 —¢,1+
€) ¢ Bdan1 — & ¢ B.Dapat di tunjukkan juga bahwa Bterbuka , yait B’ = (—o0, 1) U (2, oo)Terbuka.
1.5.11 Sifat himpunan terbuka
a) Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak berhingga ) dan G, terbuka untuk setiap A € A maka U ;.4 G terbuka.
b) Jika Gj,Gz,...,Gn masing-masing merupakan himpunan terbuka ,maka N;—, G; terbuka.
Bukti .

a. Namakan G = U4 GA diambil sebarang x € G,maka terdapat A€ A sedemikian hingga x € G karena GA
terbuka, maka terdapat V, (x) < G® c G. Jadi terbukti bahawa untuk setiap x € G terdapat yang berarti G =
U zea GA terbuka.

b. Namakan H = ;- G;akan ditunjukan bahwa H terbuka .diambil sebarang y = Hmaka x € G,i =
1,2, ...,n. Karena x € Gq,dan G, terbuka ,maka terdapat £; > O sehingga V;(x) < G, karena x € G,
danG , terbuka maka terdapat £, > O sehingga VV,(x) < G demikian seterusnya.

Berikut ini diberikan akibat dari sifat himpunan terbuka.yaitu sifat untuk himpunan tertutup.

Akibat 1.5.12
a.  Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak terhingga dan G tertutup untuk setiap Ac A maka U 5., G tertutup
b. Jika G1,G2,...Gy masing-masing merupakan himpunan tertutup maka Uk, G;
tertutup.
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BAB VI
BARISAN DAN DERET BILANGAN REAL

Barisan dan Limit Barisan

Barisan ( sequence ) pada himpunan § adalah suatu fungsi dengan domain N dan mempunyai range dalam S.
Pada subba ini akan dibahas mengenai barisan di IR dan konvergensi dari suatu barisan.
1. Definisi barisan bilangan real
Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefenisikan pada hipunan N dengan range dalam R.

Dengan kata lain , barisan dalam R mengawankan setiap bilangan aslin = 1,2,3, ... kepada suatu
bilangan real. Jika X: N — IR merupakan barisan, maka biasanya dituliskan dengan nilai dari X pada n dengan
notasi ., . Barisan sering dinotasikan dengan X atau () atau (x,,: n € N) atau {x,, } atau {x, };51.
Apabila diketahui suatu barisan Y, artinya Y = ().

Contoh :
a) Barisan (x,,) dengan x,, = (—1)™ adalah barisan —1,1, —1,1, —1,1, ... (=", ....

b) Barisan (x,,) dengan x,, = zin, (zin:n € N) = ,i,

1
2
¢) Barisan konstan (k,,) dengan k,, = 3 adalah 3,3,3,3, ...

d) Barisan (ﬁ) = %,g,%, ...,%,
2. Defenisi 2.1.3.
Diberikan barisan bilangan real (x,,) dan (y,,) dan @ € RR. Maka dapat didefenisikan :
) () + () = (xn £ 9m)
b) a(xn) = (axy)
0 (xn) - () = G )

(xn) _ (*n
d) o = (y ),asalkan Yn # 0

3. Defenisi limit barisan
Diketahui (x,,) barisan bilangan real. Suatu bilangan real x dikatakan limit barisan (2, ) jika untuk
setiap € > 0 fterdapat K(c) € N sedemikian sehingga untuk setiap n € N dengan n >
K(¢) berlaku |x, — x| < .
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Jika x adalah limit suatu barisan (x,,), maka dikatakan (x,,) konvergen ke x, atan (x,,)
mempunyai limit x. Dalam hal ini ditulis lim,,_,, (x,,) = x atan lim(x,,) = x atau x,, - x.

Jika (x,,) tidak kovergen, maka (x,,) dikatakan divergen.

4. Teorema2.1.5.
Jika barisan (x,,) konvergen, maka (x,,) mempunyai paling banyak satu limit ( limitnya tunggal )
Bukti :
Andaikan lim,,_,, (x;,) = x ' dan lim,,_, o, (x,,) = x"'. Maka untuk sebarang £ > 0
terdapat K’ sedemikian sehingga |x,, — x'| < £/2 untuk setiap n > K, dan terdapat K’ sedemikian
sehingga |x,, — x| < /2 untuk setiap n > K"'. Dipiih K = max{k’', k''}. Menggunakan

ketaksamaan segtiga, maka untuk n > K diperoleh

|x" —x"| = |x" —x, + x, — x"'

|x" — x| = |x" — x| + |x, — x"
£ £/ _

<thttp=¢

Karena berlaku untuk setiap ¢ > 0, maka x’ — x'"’ = O yang berarti x" = x"’. Kontradiksi

dengan pengandaian. Jadi, terbukti bahwa limitnya tunggal.

5. Teorema2.1.6
Jika (x,,) barisan bilangan real dan x € IR, maka empat pernyataan berikut ekuivalen.

a) Barisan (x,,) konvergen ke x.

b) Untuk setiap £ > O terdapat K € N sedemikian sehingga untuk setiap n > K berlaku |x,, —
x| <e.

¢) Untuk setiap £ > O terdapat K € N sedemikian sehingga untuk setiap n > K berlaku x —
e<x, <x+e

d) Untuk setiap persekitaran V. (x)dari x, terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap
n > K berlaku x,, € V().

a) = (b) dari defenisi.
) = )x,—x|<eex,—x<eoSx—e<x,<x+e
)0 > dx—c<x,<x+eSx,€(x—¢&x+e) & x, €V (%)

) =@, eV(x)=ex—c<y,<x+tee|x, —x|<e
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Contoh :
1)

2)

Tunjukan bahwa limn_m% =0.
Jawab :

Akan ditunjukan bahwa (x,,) = (%) konvergen ke 0 , yaitu % — 0. Harus dibuktikan
bahwa untuk setiap £ > O terdapat K (¢) € N sedemikian hingga untuk n € N dengan

n = K (&) berlaku E - 0| <e.
Ambil sebarang & > 0 maka §> 0. Menurut sifat archimedes, maka terdapat

K(g) € N sedemikian hingga é < K (&), atau ﬁ < &. Akibatnya untuk setiap n >

K(€) berlaku |l — 0| = |l| =< <¢ Jadi terhukti bahwa setiap & > 0
n n n K(g)

terdapat K (e) € N sedemikian hingga untuk setiap n € N dengan n > K (&) berlaku

1 . 1
|; — 0| < eataulim,,_, —= 0.

Tunjukan bahwa ((—1)™) divergen.
Jawab :

Andaikan ((—1)™) konvergen, berarti terdapat bilangan real x sehingga untuk setiap
€ > 0 terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |(—1)™ — x| <
1.Untukn > K dann genap maka (—1)™ = 1, diperoleh:
1-x|<1le-1<1-x<1
Yang berakibat x < 0. Timbul kontradiksi, yaitu xx > 0. Jadi pengandaian salah , yang benar
((—=1)™) divergen.

6. Teorema2.1.9

Diberikan barisan bilangan real X = (x,:n € N) dm m e N. Maka X,, =

(Xm4n: 1 € N) konvergen jika dan hanya jika X konvergen. Daam hal ini lim X,,, = lim X.

Bukti :

Perhatikan bahwa untuk sebarang p € N, elemen ke-p dari X,, adalah elemen ke-(p + m) dari

X. Sama halnya, jika ¢ > m, maka bentuk elemen ke-q dari X,, adalah elemen ke-(q — ) dari X.

Diasumsikan bahwa X konvergen ke x. Diberikan sebarang & > 0, pada barisan X untuk n >

K (€) berlaku |x,, — x| < &, maka pada X,,, untuk k > K (&) — m berlaku |x; — x| < e.

Dapat diambil K, (¢) = k(&) — m, sehingga X,, konvergen ke x.
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Sebaiknya, jika pada X,,, untuk k > K, (&) berlaku |x, — x| < &, maka pada X untuk
n = K(&) + mberlaku |x,, — x| < . Dapat diambil k(¢) = K,,,(&) + m. Dengan demikian

terbukti bahwa X konvergen ke x jika X,,, konvergen ke x.

7. Teorema 2.1.10.
Diberikan barisan bilangan real (x,,) dan x € R. Jika (a,,) adalah suatu barisan bilangan
real positif dengan lim (a,,) = O danjikauntuk ¢ > 0 danm € N berlaku :
|x, — x| < ca, untuk semuan >m
Makalim (x,,) = x.
Bukti :
Diambil £ > 0, maka E > 0. Karena lim(a,) = 0, maka terdapat K(¢/;) € N

sedemikian hingga untuk setiap n > K(€/.) berdaku |a, — 0] < /.. Akibatnya untuk setiap
n > K(¢/c) bedaku |x,, — x| < cla, | <c E = ¢ atau |x,, — x| < &. Terbukti bahwa

lim (x,) = x.

Contoh : jika @ > 0, tunjukan bahwa lim.,_, ., ﬁ =0

Jawab :

Karenaa > 0,maka 0 < na < 1 + na yang berakibat bahwa

1 1 11 ,
0< < — ==-—,untuk setiapn € N.
1+na na n a

Diperoleh
ol =l

1+na 1+na

1

1 1
<=-==
n a

%| untuk setiapn € N

= 0, maka menurut teorema 2.1.10 dam dengan mengambil

a
Karena telah diketahui bahwa limn_m%

¢ = = > 0 berakibat bahwa lim,,_, R
a 1+na
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BAB VII
LIMIT BARISAN

Teorema- teorema Limit

Pada sub bab ini akan dibahas mengenai beberapa teorema yang berkaitan dengan limit pada barisan bilangan real, seperti barisan
terbatas dan kekonvergenan barisan.

Definisi 2.2.1 Barisan bilangan real X = (x,,) dikatan terbatas jika terdapat milangan real M > O sedemikian sehingga
|x,,| < M untuk semua n € N. Oleh karena itu, barisan (x,,) terbatas jika dan hanya jika himpunan {x,:n € N}

merupakan subset terbatas dari R

Teorema2.22 Jika X = (x,,) konvergen, maka X = (x,,) terhatas

Bukti

Diketahui X = (x,,) konvergen, misalkan konfergen ke x, diambil £ = 1, maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk
setiap n > K berlaku |x — x,,| < 1 menggunakan akibat ketaksamaan segi tiga, maka |x,,| — |x| < 1 atau |x,,| <
1 + |x|untuk semua n > K. Namakan M = max{x,, x5, x3,,,, Xx—1|x| + 1 }, maka |x,,| < M, untuk semua

n € N, jadi terbukti bahwa X = (x,,) terhatas.

Teorema223  JikaX = (x,) - x,Y = (y,) » y dan ¢ eR, maka
Q) X+Y-ox+y
b) X.Y - xy
) cX > cx
Bulti.
a) Ambil sebarang £ > O karena X = (x,,) — x maka terdapat n, € N sedemikian hingga untuk setiap n >

noberlaku |x,, — x| < % karena Y = (y,,) — v, maka terdapat n, € N sedemikian hingga untuk setiap
n = nyberaku |y, — y| < 2 pilih n; = max{n,,n,} maka akibatnya untuk 1 > n,, berlaku |x,, +
Yn= =M= =)+ On =N S ltn—x+y =yl <-+-=c¢

Karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka (x,, + y;,) konfergen ke x + v dengan cara yang sama diperoleh bahwa

(x,, + vy, konfergen ke x — 1y, jadi terbukti bahwa X + Y — x + y
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b) Akan dibuktikan bahwa untuk setiap £ > O terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K
berlaku |x,, v, — xy| < € diketahui. |x,, v, — xy| =[x — X0V + X,V — xY|
< |xnYn — Xy | + |22y — x|
= |xpllyn =y + [xn — x|]y|
Karena (x,,) — x maka (x,,) terhatas, akibat nya terdapat M, > O sedemikian hingga |x| < M,
untuk semua n € N. Namakan M = max{M,, |y|}, diambil sebarang £ > 0, karena (x,,) —

x ,maka terdapat K; € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |x,, — x| <

j, karena y,, — v, maka terdapat K, € N sedemikian hingga untuk setiap n > K, berlaku |y,, —
y| < ﬁ .namakan K = max{K;, K, }, maka untuk setiap n > K berlaku

& & & &
|Xnyn = x| < [xnllyn =y + |2 = x[ly| <M. =+ — M =-+-= ¢

Jadi, terbukti bahwa untuk setiap ¢ > O terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku
|2,y — xy| < & dengan kata lain , terbukti bahwa X. Y — xy.

¢) Ambil sebarang £ > O karena (x,,) — x maka terdapst K € N sedemikian hingga untuk setiap
n = K berlaku |x,, — x| < % Perhatikan bahwa :
lcx, — x| = |ex, — xp + x5, — x|
< lexn — xnl + |xn — x| = |xplle — 1 + |2, — x|
Karena (x,,) — x maka(x,,) terbatas, yaitu terdapat M > O sedemikian hingga |x,,| < M, untuk
semuiann € N. Akibatya
lxnllc — 1] + |x, — x| < M.Jc — 1] +§= (M.|c—1] +)+§< €
Terbukti bahwa untuk setiap setiap £ > O terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K

berlaku | cx,, — x| < & dengan kata lain, terbukti bahwa cX — cx.

Teorema 2.24 JikaX = (x,,) » x dan Z = (z,) —» z # 0 dengan z # 0 untuk semua n €

1 Xn x
N, maka Z= (Z) - =
Buki
Terlebih dahulu harus dibuktikan bahwa: = (i) — = diambil @ = > ||, maka @ > 0 karena lim(z,,) = z,

maka terdapat K, € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |z, — z| < a,menggunakan akibat

ketaksamaan segitiga bahwa —a < —|z,, — z| < |z,,| — |z| untuk n > K, yang berarti %|Z| =|z| —

a < |z,|,mukn > K, oleh karenaﬁ < %uutukn > K, maka di peroleh
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1 2
— |z — z,|.

z—zZp| _
lznzl — |z|?

1 1| _
Zn V4

ZnZ
Selanjutnya, diberikan £ > 0, maka terdapat K, € N sedemikian hingga jlka n > K, maka |z,, — z| < %elzlz. Jika

diambil K () = max{K;, K, }, maka

1 1

—— —| < & unutuk semua n > &
Zn Z
. . 1 1 1 1
Karena berlaku untuk sebarang £ > 0, maka terbukti bahwa lim (Z—) = —ata (Z—) konvergen ke ~ Menggunakan Teorema
" . ! Xn 1\ _x
2.2.3(i1) dan dengan mengambil Y sebagai barisan (Z)' maka X - Y = (Z) > X (;) ==

Teorema 2.2.5 Jika X = (x,,) barisan bilangan real x,, > O untuk semua 2 € N dan (x,,) — x, makax > 0.
Bukti,
Diambil e = —x > 0.Karena (x,,) — x, maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap . > K berlaku
lx, —x|<ee=>—e<x,—x<¢
Sx—c<x,<x+e¢
Sx—(—x)<x, <x+(—x)
& 2x <x, <0.
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa x > 0.
Teorema 2.2.6 Jika(x,) — x, (yn) — y,danx,, > y,untuk semuan € N, makax <'y.
Bukti.
Diberikan z,, := x, — y,, sehingga Z := (z,) = Y — X dan z,, > O untuk semua n € N. Menggunakan Teorema
2.2.5 dan 2.2.3 diperoleh bahwa 0 < lim Z = lim(y,) — lim (x,) ataulim(x,) < lim(yy,).
Jadi, terbukti bahwa x <'y.

Teorema 2.2.7 Jika X = (x,,) konvergen ke x dan jika a < x,, < buntuk semuan € N,

makaa < x < b.

Bukti.

Diberikan Y barisan konstan b, b, b, . . .). Menggunakan Teorema 2.2.6 diperoleh bahwa lim X < lim Y = b. Dengan
cara yang sama diperoleh @ < lim X. Jadi, terbuktibahwaa < limX < batan a < x < b.

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakan bahwa jika suatu barisan Y berada (tersilip) diantara dua barisan yang
konvergen ke titik yang sama, maka Y juga konvergen ke titik yang sama.

Teorema 2.2.8 Diberikan barisan bilangan real X = (x,,),Y = (), dan Z = (z,,) sedemikian hingga

Xn < Yn < z, untuk semuan € N, dan lim( x,,) = lim(z,,). Maka Y kovergen dan

lim(x,) = lim (y,) = lim(z,,).
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Bukti.
Misalkan w: = lim( x,,) = lim(z,,). Jika diberikan £ > 0, maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap
n = K berlaku |x,, — w| < £ dan |z,, — w| < &, atau dengan kata lain —¢ < x,, —w < edan —£ < z,, —
w < e Karenax,, <y, < z,, maka

Xn—WSYy—WwW=<2z, —W.
Akibatnya diperoleh bahwa —& < y,, — w < €. Karena berlaku untuk semua n > K dan & > 0, maka terbukti
lim(y,) = w.

Teorema 2.29 jika X = (x,) — x, maka | X | = (|x:| = |x].

Bukti.

Diberikan £> 0 karena X = (x;) — x, maka terdapat K € Nsedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |X; - X| <e.
Menggunakan akibat ketaksamaan segitiga , diperoleh bahwa setiapn € N berlaku

% |-[x 1< |50 -x|<€

jadi, diperoleh bahwa Il x, |-|x | <&, atau x, = 0, maka barisan bilangan real positif

(Vxn)- vx

Bukti . menurut teorema 2.2.5 diperoleh bahwa x > (0. Akan ditunjukkan bahwa teorema benar untuk x = 0 dan x > (.

Kasus I: Jikax =0, diberikan &> 0. Karena (x,) — x = 0, maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku
0<Xi=Xi—0<ek

Sehingga di peroleh hahwa 0 < +/xn<e. Karena berlaku untuk setiap £> 0 , maka terbukti bahwa (+/xn )— vx

Kasus II ; jika x > 0, maka \/x> 0. Diberikan £> 0, maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk setiap n > K berlaku |x, -
x|<&. Perhatikan bahwa

V- |0 (R i

M-J_:( «/x_n)i\/x_) \/_)=«/%n+\/x_)'

Karena vxn + v/x = /x> 0, maka diperoleh

Wxm- Vx| < () el <=

karena berlaku untuk setiap £> 0, maka terbukti bahwa (v/xn )— /x.

Teorema 2.2.11. jika (x,) barisan bilangan real (tegas) dengan lim (xn“) =L (ada) dan L < 1, maka (x,) konvergen dan lim (x)

=(.
Bukti.

Dipilih r € R sedemikan hingga L < r < 1. Diambil £ =r —L > 0. karena lim (%)= L, maka terdapat K € N sedemikian

xn+1

— L|<&. Karena

hingga untuk setiap n > K berlaku

xn
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xn+1 xn+1
< -,
xn xn
xn+1
|- 1L1<e
xn
Sehingga diperoleh
xn+1 xn+1
-L<e = <c+Ll<l+r-L=rexna<xr
xn xn

Jadi, untuk setiap n > K berlaku

xk
0<Xpe1<Xpr <X rE<gar<.. <xkr"+1—"=—kr"+1
T

Jika diambil ¢, maka diperoleh

0 <xp<crml

Mengingat bahwa lim (") = 0 ('sebab 0 <r <1 ), maka

Lim@™) =0 = lim (™) = 0 = lim (%+1) =0 = lim (x,) = 0
Jadi, terbukti bahwa ( x;) konvergen dan lim (x;)=0
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BAB VIII
BARISAN BILANGAN REAL

A.  Barisan Monoton
Berikut ini diberikan pengertian mengenai barisan naik dan turun monoton.
Definisi 2.3.1. Diberikan barisan bilangan real X = (x,,) .
1. Barisan X dikatakan naik (increasing) jika x,, < x,,, untuk semian € N,
X1 S Xy S S Xp S Xy S0
2. Barisan X dikatakan naik tegas (strictly increasing) jika x, < X, untuksemuan € N .
3. Barisan X dikatakan turun (decreasing) jikax,, = x, ., untuk semian € N.
X1 2 Xy 2 2 Xy 2 Xpyq =70

4. Barisan X dikatakan turun tegas (strictly decreasing) jikax, > x,,, untuksemuan € N.

Definisi 2.3.2. Barisan X = (x,,) dikatakan monton jika berlaku salah satu X naik atau X turun.
Contoh 2.3.3.
1. Barisan berikut ini naik (monoton).
a(1,2,3,4,..,n,...)
b.(1,2,2,3,3,3, ...,1m)
¢.(a,a? a3 a* ...,a" .. )jkaa > 1

2. Barisan berikut ini turun (monoton).
11 1
a. (1,5 ,g, ...,;, )
11 1 1
b. (1,5,2—2,2—3, Py )

¢. (b,b% b3 b*, ...,b"™, ..)jka0 < b < 1

3. Barisan berikut ini tidak monoton.
a (+1,—-1,+1,..,(-D™1, )
b (=1,+2,—3,+4,..)
4. Barisan berikut tidak monoton tetapi monoton di akhir (ultimately)

a (7,6,2,1,2,3,4,..)
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)

b. (—2, 0,12,

[SSEETY

)

234  Teorema Kovergensi Monoton

YN

Misalkan X = (x,,) adalah barisan monoton. Barisan X = (x,,) konvergen jika dan hanya jika (x,,)
terbatas. Selanjutnya :
(a) JikaX = (x,,) naik (monoton) dan terbatas ke atas, maka X = (x,,) konvergen dengan
lim (x,,) = sup {x, : n € N}
(&) JikaY = (Y,) turun (monoton) dan terbatas ke bawah maka X = (x,,) konvergen dengan
lim (Y,,) = inf{y, : n € N}
Bubti :
Bukti,
(=) Misalkan barisan (x, ) konvergen. Maka (:x,,) mestilah terbatas berdasarkan teorema 5.
(<) Misalkan X = (x,,) adalah barisan monoton terbatas, maka X naik atau turun.
(1) Kasusbarisan X = (>, ) naik terbatas.
Akan dibuktikan bahwa (x,,) konvergen dan lim (x,,) = sup {x,,}. Karena (x,,) terbatas,
maka bilangan M € R, M > 0, sedemikian sehingga x,, < M untuk semuan € N. Berdasarkan
sifat supremum, x* = sup {x, : n € N}
ada. Akan ditunjukkan bahwa x* = lim (x,).
Misalkan £ > O sebarang, maka x* — & bukan batas atas himpunan
{x, : n € N}, sehingga ada bilangan K = K (&) € N sedemikian sehingga x* — & < x .
Tetapi karena X adalah barisan naik, maka x* — ¢ < x;, < x,, < x* < x* + € untuk semua
n=K.
Akibatnya
|x, — x*| < &untuk semuan > K .
Karena £ > O sebarang, kita menyimpulkan bahwa (x,,) konvergen ke x* .
(2) Kasus barisan Y = ('y,,) turun terbatas.
Akan dibuktikan bahwa (y7,,) konvergen dan lim(y,,) = inf {y, : n € N}. Jelas bahwa
X=-Y=(w)
naik terbatas. Dalam kegiatan (1) kita telah mendapatkan bahwa
limX = sup {—y, : n € N}
Di lain pihak, dengan menggunakan Teorema 6 (iv), diperoleh
limX = —limY.

Pada sisi lain kita juga mempunyai
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sup{—y, : n € N} = —inf {y,, : n € N}.
Teorema konvergensi monoton membuktikan eksistensi limit barisan monoton terbatas dan juga
memberikan suatu cara menghitung limit barisan asalkan kita mengetahui supremum dan infimumnya.
Contoh 2.3.5.
1. Diketahui barisan (y;,) dengan y, =1 dan y,,,, = m , 0 > 1. Apakah (y,,) konveregen? Jika ya,
tentukan lim(y,, ).
Jawab :

Akan ditunjukkan menggunakan induksi bahwa ('y,, ) naik monoton.
Untuk 72 = 1, diperoleh y;, =2 + 1 =+/3 > 1 (benar). Misalkan benar untuk n = k, yaitu y,,,.; =

2 + Vs Vne1 = Vi Akan dibuktikan benar untuk

n=k+1Lyaitn yi2=y2 + Yir1 = 2 + Vi = Viewr
Berarti benar untuk n = k + 1. Jadi, menurut induksi (y,, ) naik monoton. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa (y,,)
terbatas keatas (oleh 3) yaitu y,, < 3 untuk semuan € N.

Untuk 7 = 1 benar, sebab y; = 1 < 3. Misalkan benar untuk n = k yaitu y,, < 3. Maka y,.,, =

V2 + ¥ < V2 + 3=V5 < 3 yang berarti benar untuk n. = k + 1.
Jadi, menurut induksi terbukti bahwa y,, < 3, untuk semua 7 € N. Karena (y;,) naik monoton dan terhatas
keatas, maka menurut Teorema 2.3.4 barisan (1, ) konveregen. Misalkan y = lim (y;, ) maka diperoleh
y=J2+y ey’=2+yeyi—-y-2=0(@-2)(y+1)=0.
Diperoleh y = 2 atany = —1.Untuk y = —1 jelas tidak mungkin, sebab
1 <y, < 3untuksemuan € N. Jadi terbukti bahwa (y;,) konveregen dan
lim (y,) = 2.
2. Lim (\/%) =0.
Jawab :

Dengan menggunakan definisi konvegensi barisan, dapat dibuktikan bahwa barisan ini konvergen ke 0.

Tetapi, sekarang menggunakan Teorema Konvergensi Monotn. Jelas bahwa 0 adalah batas bawah himpunan {\/iﬁ :

nEN}.

1

Vn

1

Di lain pihak, dapat ditunjukkan bahwa X = ( ) adalah barisan turun. Karena ( =

) adalah barisan turun dan 0

1

adalah batas bawah himpunan { =

: neE N}, maka ia konvergen ke suatu x € R .
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Karena X = (\/—15) konvergen ke x . Teorema 6 berakibat bahwa X . X = (%) konvergen ke x? . Karena

(%) konvergen ke 0, maka x? = 0O dan berakibat x = 0.

Sehingga

lim(%) = inf{\/%: ne N} =0

3. Misalkan Y = (y,,) didefinisikan secara induktif sebagai berikut :
Y1 =1 Yne1 =5 2y + 3) mtukn > 1.

Selidiki apakah barisan Y = ('y,,) konvergen atau tidak dan jika konvergen, dapatkan lim Y .
Jawab :

Perhatikan observasi berikut :

1 1 5
TL:1:>y2:Z(2y1+3)zz(2.1+3)21<2

1 1 5 11
n=2:>y3=Z(2y2+3)=z(2.—+3)=—<2

4 8
1 1 11 23
n=3:>y4=Z(2y3+3)=Z(2.§+3)=R<2

Observasi di atas memberikan petunjuk kepada kita bahwa y,, < 2 untuk semua n € N dan y,, < v,
untuk semua n € N. Selanjutnya, kita perlu membuktikan bahwa y,, < 2 untuk semua n € N (gunakan
induksi matematika).

n=1=y =1<2

n=22y,=;2y+3)=-21+3)=2<2

Untuk n = k , misalkan y;, < 2. Maka

1 1 7
Vir1 = 72y +3) <7 (4 +3) =<2

Oleh karena itu y,, < 2 untuk semuann € N.

Sekarang akan ditunjukkan dengan induksi bahwa y,, < y,,.., untuk semuann € N.

5
n=1:1=y1<y2=z

Untuk n = k, misalkan v, < v,.,,.Maka 2y, + 3 < 2y, + 3, danini berakibat bahwa

1 1
Yer1 = 7 Cyr+3) < p 2Yk+1 +3) = Yi+2

Sehingga y;, < v} 1 berimplikasi bahwa y), .1 < 4. Oleh karena itu

Yn < Ynyq untuksemian € N.
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Kita perlihatkan bahwa barisan Y = (y;,) naik dan terbatas di atas oleh 2. Teorema konvergensi monoton
berakibat bahwa Y konvergen ke suatu bilangan dengan nilai paling besar adalah 2. Dalam kasus ini, tidak mudah

mengevaluasi 1im (y,,) dengan menghitng sup {y,:n € N}. Namun demikian ada cara lain untuk

untuk semua € N, maka suku ke 72 dalam ekor ke 1 dari Y, yakni Y, , mempunyai relasi aljabar dengan suku ke

ndari Y.Karenay = limY; = lim Y, maka dengan Teorema 3 didapatkan

Y= %(Zy + 3), dan berakibat bahwa y = 2

4. Misalkan

4 odobets nEN
=TTy "
Karena
xn+1=xn+n—+1>xn,

kita melihat bahwa (x,,) adalah barisan naik.

Berdasarkan Teorema Konvergensi Monoton, kovergensi barisan (x,,) tergantung pada apakah barisan ()
terhatas atau tidak.

Dengan bantuan komputer dapat ditunjukkan secara aproksimasi bahwa

Xy, = 11,4 untuk n = 50.000 dan x,, = 12,1 untuk n = 100.000 yang mengindikasikan bahwa
barisan (x,, ) tak terhatas.

Dapat diperiksa bahwa :

—1+1+<1+1)+ +( LI +1)
Xor = 2T T\3 Ty 2n-1 41 2

1 1 1 1 1
>1+§+<Z+—>+"'+(—2n+"'+—2n)
1 1 1
_1+§+§+ +§
n
=1+§

Fakta ini memperlihatkan bahwa barisan (ox,, ) tak terbatas, dan oleh karena itu (x,,) divergen.
B. Perhitungan Akar Kuadrat
Contoh :
Misalkan @ > 0, kita akan mengkonstruksi suatu barisan (s,,) yang konvergen ke v/a .
Misalkan s; > O sebarang, dan definisikan

Sp41 = %(sn + i) uttkn € N.
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Sekarang kita tunjukkan bahwa barisan (ss,,) konvergen ke v/a . (Proses menghitung akar kuadrat dengan cara ini
dikenal pada masa Mesapotamia 1500 tahun sebelum Masehi). Terlebih dahulu kita tunjukkan bahwa s2 > a untuk

n > 2. Karena s,, memenuhi persamaan kuadratik s — 2 + a = 0, persamaan ini mempunyai suatu

Sn+1sp
akar Real. Sehingga diskriminan 4s2,, — 4a haruslah non negatif, yaitu s2,, > a untuk n > 1. Untuk

memperlihatkan bahwa barisan (s,,) turun secara bergantian, periksa bahwa untuk 7 > 2 kita mempunyai

1 a 1 (s2—a)
sn—sn+1=sn—§<sn+s—>=§.ns—20
n n

Sehingga s,,,; < s,, untuk semua 7 > 2. Teorema konvergensi monoton berakibat bahwa s = lim (s,,) ada.

Selain itu, Teorema 6 berakibat bahwa s mestilah memenuhi relasi s = % (s + %)

dan ini berakibat bahwa s = %atau s? = qa.Sehinggas = Va.

C.  SOAL LATIHAN BARISAN MONOTON

1. Diberkan x; > 1 dan x,,; := 2 — = utuk n € N, tunjukkan bahwa (x,) terbatas dan monoton.

Xn
(arilah nilai limitnya.
2. Diberikan x; > 2 dan x,,,; = l+m. Tunjukkan bahwa (x,,) turun dan terbatas ke bawah oleh 2.
Carilah nilai limitnya.
3. Diberikan A R tak berhingga yang terbatas keatas dan misalkan
u := sup A . Tunjukkan bahwa terdapat barisan naik (x,,) dengan x,, € A untuk semua n € N sedemikan
hingga u = lim(x,,).

4. Tentukan apakah barisan () konveregen atau divergen, dengan

11 1
Yy =——+——+.+—untukn € N.
n+l1 n+2 2n

5. Diberikan x,, = 11—2 +212 +...+% untuk setiap 7 € N. Buktikan bahwa (x,,) naik dan terbatas, sehingga (x,)

konveregen. (Petumjukijika k > 2 , maka

(1< 1 :L_l).
k%2 = k(k-1) k-1 k

6. Tentukan konvergensi dan hitunglah limit barisan berikut.
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BAB IX

SUB BARISAN DAN TEOREMA BOLZANO
WEIERSTRASS

A. Sub Barisan dan Teorema Bolzano-Weierstrass

Dalam bagian ini kita akan memperkenalkan gagasan sub barisan dari suatu barisan bilangan Real. Gagasan ini lebih umum dari ekor
barisan, dan sering digunakan untuk memeriksa divergensi suatu barisan. Kita juga akan membuktikan Teorema Bolzano-Weierstrass
yang akan digunakan untuk mendapatkan sejumlah hasil berikutnya.

Defnisi 7 MisalkanX = (Xn) adalah barisan bilangan Real danr; <12 <..<n <.

adalah barisan naik terbatas. Maka barisan X’ yang diberikan oleh (xri; xrz; %rs;...; xm; ....) disebut sub barisan dari X. Sebagai contoh,
11

perhatikan barisan berikut X = (1, 330 )
Maka beberapa subbarisnya adalah

111 1
EIZ’E’.",n'l' P ’
11 1
(11221,
3°5 n-2
1 1 1
20747 7 2n) T )

Barisan-barisan berikut bukan sub barisan dari X = %

(21%§%§ )(10§0§ )

Tentu saja sebarang ekor dari suatu barisan adalah sub barisan. Dalam kenyataannya, ekor ke m akan berkaitan dengan indeks:
n=m+1, r=m+2, ..m=m+n, Sebaliknya tidak setiap sub barisan merupakan suatu ekor barisan tersebut. Berikut ini kita
tunjukkan bahwa sub barisan dari suatu barisan konvergen juga konvergen ke limit yang sama.

Theorem 15 Jika suatu barisan X = (xn) konvergen ke x, maka sebarang sub barisan dari X juga konvergen ke x

Bukti. Misalkan (xn) konvergen ke x dan (xrm) adalah sub barisan sebarang dari (xn). Akan dibuktikan bahwa sub barisan (xrn) juga
konvergen ke x. Ambil £> 0 sebarang. Karena (xn) konvergen ke x,maka ada K (&) €N sedemikian sehingga

1=>K(e)=> | xn—x | <g; Karena ri< r2<....< m<.... adalah suatu barisan naik, dengan menggunakan induksi matematika mudah
membuktikan bahwa rm >n. Sehinggajika n > K (<) kita juga mempunyaitn> n > K () ) = | xa— x | <c0leh karena itu sub
barisan (xrn) juga konvergen ke x.

Tambahan: Akan dibuktikan bahwa m>n Vv n € N. Jelas bahwari>1.
Misalkan rk > k untuk suatu k € N.

Akan dibuktikan bahwa rk+1> k + 1.

Bukti:

Karena r€ N dan rk< ri-1untuk k = 1, 2, .... maka ri+ 1> rie1.
Akibatnyark+1 > rc+ 1>k + 1

yang menunjukkan bahwarn>nVvn €N

Contoh (a). lim (b") =0jikaO <b<1:

Contoh ini telah kita buktikan menggunakan ketaksamaan Bernoulli.
Secara alternatif, karena 0 < b < 1; maka

X+l = bn+l< b= Xn
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sedemikian sehingga barisan (x,) adalah turun. Jelas bahwa 0 > xn > 1,jadi Teorema Konvergensi Monoton berakibat bahwa barisan
adalah konvergen. Misalkan x = lim (x,) : Karena (x2,) adalah sub barisan dari (x,) ;

Teorema 14 (teorema konvergensi monoton) berakibat bahwa x = lim (x2,) : i lain pihak, relasi x2, = b2 = (b")2 = (x,)?
dan Teorema 6 berakibat bahwa x = lim (x2,) = (lim (x,))2 = x2. Oleh karena itu, haruslah x = 0 atau x = 1. Karena barisan (x,)
turun danterbatas di atas oleh b < 1, kita menyimpulkan bahwa x = 0.

Contoh (b). Lim ( C%)= 1 untuk ¢ > 1:

Limit ini telah diperoleh dalam contoh 1.1(d) untuk ¢ > 0.Disini kita berikan hampiran alternatif untuk kasus ¢ > 1. Jika z, = c%maka
z> 1 dan

Z+1< Z, untuk semua n € N. Teorema Konvergensi Monoton berakibat bahwa z = lim (z,) ada. Teorema 14 berakibat bahwa z = lim
(z2n) : Di lain pihak, dari relasi

1 1 1 1
In=czn=(cn)2=2,2
dan Teorema 11, kita mempunyai

1 1

z=lim (zon=(lim (z,,)2))= z,,2
Oleh karena itu kita mempunyai z2 = z, dan ini berakibat z = 0 atau z = 1
Karena z,> 1 untuk semua n € N, kita menyimpulkan bahwa z = 1. Penggunaan sub barisan dapat mempermudah uji divergensi suatu
barisan seperti yang akan kita lihat berikut ini

Theorem 16 Kriteria Divergensi: Untuk barisan X = (x,) ,pernyataan berikut ekivalen :
1. (i). Barisan X = (x,) tidak konvergen ke x € R.
2. (il). Ada suatu £9 > 0 sedemikian sehingga untuk sebarang k € N ada r,€ N sedemikian sehinggark > k dan | x4-x | > &0
3. (u). Ada suatu £9> 0 dan suatu sub barisan X’ = (xrn) dari X sedemikian sehingga
| Xar x| = equntuk semuan € N.

Bukti. (1) ) (ii) Jika X = (x,) tidak konvergen ke x, maka untuk suatu £¢> 0 kita hisa mendapatkan K (<) € N sedemikian sehingga
Teorema 2(c) berlaku, yaitu untuk sebarang kEN tidak benar bahwa untuk semua n > k, ketaksamaan % x| <. Dengan kata
lain, untuk setiap k € N ada suatudari x.

Contoh (a). Barisan ((-1)) adalah divergen.

Jika barisan ((-1)*) konvergen ke suatu bilangan x, maka setiap sub barisan dari X haruslah konvergen ke x. Karena ada sub barisan
yang konvergen ke (+1) dan ada sub barisan yang konvergen ke (-1),maka kita menyimpulkan bahwa X haruslah divergen.

Contoh (b). Barisan(l, % )3, i, )adalah divergen.

Defnisikan barisan ini dengan Y = (y,), dimana y, = n jika n ganjil, dan y, = 1/n jika n genap. Mudah dilihat bahwa barisan ini tak
terbatas, sehingga
tidak mungkin konvergen.

Contoh (c). Tunjukkan bahwa barisan (n sin n) divergen.

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa barisan (n sin n) divergen, dengan menggunakan kriteria divergensi, yaitu dengan menunjukkan ada £¢> 0 dan
ada sub barisan

X’ = (sin ng) dari (sin n) sedemikian sehingga

V ¢ € Rberaku |sinm-¢| > egv ke N
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Perhatikan bahwa sin™ = sin >Z = 1, dan 2<sin x < 1 untuk x € ;= G o ). Karena panjang intervall; = L rodm_Zm, 2,
6 6 2 2 6" 6 6 6 6 :;

maka ada sekurang-kurangnya dua buah bilangan asli yang berada dalam I; dan sebutlah salah satunya n;; sedemikian sehingga;< sin

m< 1. Dengan cara yang sama, untuk setiap k € N berlaku sin x>% utuk x E€l= (% +2n(K — 1), 5?71 + 2n(K — 1))

Karena panjang interval, = 5?” +2n(K — 1) - (g + 2n(K — 1)) =37n > 2
maka ada sekurang-kurangnya dua buah bilangan asli yang berada dalamly, dan sebutlah salah satunya ny, sedemikian sehingga
§< sin nk< 1. MisalkanX’ = (sin ni) adalah sub barisan dari (sin n) yang diperoleh dengan cara di atas, dan jelas bahwan nilai-nilai

dari sub barisan (n sin nk) berada dalam E , 1]

Dengan cara yang sama, jika k € N dan Jy adalah interval Jy =[7?” +2n(k — 1), 11?” + 2m(k — 1)]

maka sin x<- % V x € Jidan panjang Ji =2?”> 2. Akibatnya, adasekurang-kurangnya dua buah bilangan asli yang berada dalam Ji,dan
sebutlah salah satunya my, sedemikian sehingga - 1 < sinm << - %Misalkan X = (sinmy) adalah sub barisan dari (sin n) yang diperoleh
dengan cara di atas, dan jelas bahwa nilai-nilai sub barisan (mx sinmy) berada dalam [— 0, %] Misalkan ¢ € R sebarang, maka

sekurang-kurangnya satu dari sub barisan X’ dan X” akan memenuhi | sin pk—¢ | > % untuk p = m atau n. Oleh karena itu tidak
mungkin lim(sin px) = c: Karena ¢ € R sebarang, maka dapat disimpulkan bahwa barisan (n sin n) divergen.

4.1 Eksistensi Sub Barisan Monoton

Sebelum ini kita telah melihat bahwa tidak setiap barisan merupakan barisan monoton. Sekarang kita akan tunjukkan
bahwa setiap barisan mempunyaisub barisan monoton.

Theorem 17 Teorema Sub Barisan Monoton: Setiap barisan bilangan Real X = (x,) mempunyai sub barisan yang monoton.

Bukti.

Untuk tujuan pembuktian ini, kita defnisikan istilah yang berikut:

suku ke m, yakni x,,, dikatakan puncak dari barisan (x,) jika xn=> xuntuk semua n € N dengan m > n: Pertimbangkan 2 kasus yang
bergantung pada apakah X mempunyai tak hingga banyaknya puncak, atau berhingga banyaknya puncak.

Kasus 1. X mempunyai tak hingga banyaknya puncak. Dalam kasus ini, kita urutkan puncak dengan meningkatkan subskrip. Sehingga
kita mempunyaipuncak Xn1, Xn2,..., Xmk.... dimana m;< my <...< mx<..., Karena setiap suku adalah puncak, kita mempunyai

= Xm2= o = Xpk=....

Sehingga sub barisan puncak (xni) adalah sub barisan turun dari X.

Kasus 2. X mempunyai berhingga (mungkin 0) banyaknya puncak. Mis-

alkan puncak-puncak ini adalah xn1, Xn2, ... Xur. Misalkan s; = m+ 1 (indeks pertama diluar puncak terakhir). Karena xsibukan
puncak, ada s> s; sedemikian sehingga xs1< x2. Karena xobukan puncak, ada s3> s, sedemikian sehingga x2< x3. Jika kita teruskan
cara ini, kita

mendapatkan sub barisan naik (x;) dari X.

Sekarang kita akan menggunakan Teorema Sub Barisan monoton untuk membuktikan Teorema Bolzano-Weierstrass, yang menyatakan
bahwa setiap barisan terbatas mempunyai sub barisan konvergen.

Theorem 18 Teorema Bolzano - Weierstrass
Setiap barisan terbatas mempunyai sub barisan konvergen.

Bukti.

Bukti teorema ini dibuat dengan dua cara.
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(1). Teorema Sub Barisan Monoton berakibat bahwa jika X = (x,) barisan terbatas, maka ia mempunyai sub barisan X’ = (xs;) yang
monoton. Karena sub barisan ini juga terbatas, maka Teorema Konvergensi Monoton berakibat bahwa sub barisan tersebut juga
konvergen.

(2). Karena himpunan {x, : n € N} adalah terbatas, himpunan ini termuat dalam suatu interval I; = [a; b] : Kita ambil n; = 1:
Sekarang kita bagi Iimenjadi dua sub interval yang sama I'ldan I” 1 ; dan bagi himpunan {n:n > 1} menjadi 2 bagian:
Ai={neN:n>n;x€l},Bi={ne€ N:n>n,x,€l"}.

Jika A; tak hingga, kita ambil I, = I';dan misalkan nyadalah bilangan asli terkecil dalam A;: Jika A; himpunan hingga, maka
Biharuslah tak hingga, dan ambil I; = I”; dan misalkan ny menjadi bilangan asli terkecil dalam B;. Sekarang kita bagi I, menjadi
dua sub interval yang sama I'>dan I”’> dan bagihimpunan {n : n > ny} menjadi 2 bagian:

A= {neN:n>ny;x€l2},By={n€ N:n>ny, x,€1"}.

Jika Ay tak hingga, kita ambil I3 = I'>dan misalkan n;adalah bilangan ashi terkecil dalam Ay. Jika A2 himpunan hingga, maka
Bzharuslah tak hingga, dan kita ambil I; = I’ » dan misalkan n; adalah bilangan asli terkecil dalam By. Kita teruskan cara ini
untuk mendapatkan suatu barisan interval tersambung (tersarang) 12 L2 ...2l=2....

dan suatu sub barisan (x.) dari X sedemikian sehungga x,x€ launtuk k € N. Karena panjang Iy sama dengangk_—_i; Teorema

2.6.2 (lihat Bartle,1994; hal:55) berakibat bahwa ada titik persekutuan (tunggal) & € I untuksemua k € N. Selain itu karena
Xuk dan & berada dalam I, kita peroleh | Xuk - & | < 5,:
dan ini berakibat bahwa sub barisan (,) dari X konvergen ke &.

Teorema 17 kadang-kadang disebut Teorema Bolzano-Weierstrass untuk barisan, (karena ada versi lain teorema ini yaitu untuk
himpunan terbatas dalam R).

Telah dilihat bahwa suatu barisan terbatas dapat mempunyai bermacam-macam sub barisan yang konvergen ke limit yang berbeda.
Umpamanya, barisan ((-1)") mempunyai sub barisan yang konvergen ke -1 dan sub barisan lain yang konvergen ke 1, dan juga sub
barisan yang tidak konvergen.

Theorem 19 Misalkan X adalah barisan bilangan Real terbatas dan misalkan x € R mempunyai sifat bahwa setiap sub barisan
konvergen dari X adalah konvergen ke x. Maka barisan X konvergen ke x.

Bukti.

Misalkan X adalah barisan bilangan Real terbatas, maka ada M >0 sedemikian sehingga | xa | < M untuk semua n € N. Andaikan
barisan Xtidak konvergen ke x. Kriteria Divergensi berakibat bahwa ada suatu £¢>0 dan suatu sub barisan X’ = (xn) dari X
sedemikian sehingga | xn-x | > eountuk semuan € N, #

Karena X’ adalah suatu sub barisan dari X, maka M juga suatu batas untuk X’. Sehingga Teorema BolzanoWeierstrass berakibat bahwa
X'mempunyai sub barisan konvergen X”. Karena X” juga sub barisan dari X, maka ia juga konvergen ke x. Akibatnya, ia berada dalam
lingkungan £odari x: Karena setiap suku dari X” juga suatu suku dari X', maka ini kontradiksi dengan (#).
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BAB X
BARISAN CAUCHY BILANGAN REAL

Barisan Cauchy

Definisi 2.5.1

Barisan bilangan real X = (X,) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap £ > 0 terdapatH (¢)e R sedemikian hingga
untuk setiap n, meR dengan n,m > H(¢), berlaku|x, — x| < &.

Contoh 2.5.2

. 1 .
Barisan (;) merupakan Barisan Cauchy
Jikadiberikan € > 0, dapat dipilih H = H(e)eNsedemikianhinggaH > % Maka jka n,m >

H diperoleh% < % < 2 dan dengan cara yang sama diperoleh % < 2 Oleh karena itu, jika n, m > H (&), maka
|l_i| <lilEiiE_ ¢
n m n m 2 2
Karenaberlakuuntuksebarang £ > 0, maka dapat disimpulkan bahwa (%) merupakan barisan Cauchy.
Lemma 2.5.3
JikaX = (X,,) barisan bilangan real yang konvergen, maka X merupakan barisan Cauchy.
Bukti
Misalkanx: = LimX. Diberikan £ > 0, maka terdapat K G) €N sedemikian hingga jka n > K G) maka |x,, —
x| < % Oleh karena itu jika H (¢) := K G) danjikan, m > H (&), maka diperoleh :
Ixn - xml = |(xn - x) + (x - xm)l
=lxy — x| + |xp — x| <§+ §= €

Karenaberlakuuntuksebarang £ > 0, maka terbukti bahwa (X, )barisan Cauchy.

Lemma 2.5.4
JikaX = (X,,) barisan Cauchy, maka X terhatas
Bukti

DiketahuiX = (X,,) barisan Cauchy. Diberikan (&) := 1 jikaH := H(1)dann > H,maka |x, — xy| < 1.
Selanjutnya menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh|x,,| < |xj| + 1 untuk semua 7€ Nnamakan :

M := max{|x,|, |x3|, ...., |xg_1], |xg | + 1}, maka diperoleh |x,,| < M untuk semua 1€ N. Jadi terbukti bahwa
X terbatas.

Teorema 2.5.5. (Kriteria Konvergensi Cauchy). Barisan bilangan real X = (X,,)konvergen jika dan hanya jikaX = (X,,)
barisan Cauchy.

Bukti

Jelas Lemma 2.5.3
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DiketahuiX = (X,,) barisan Cauchy. Diambil £ > 0, maka terdapat H = H (&) > O sedemikian hingga untuk setiap
n, meNdengann, m > H beraku |x,, — x,,,| < 2 karena X barisan Cauchy, maka X terbatas, sehingga X memuat
barisan bagian X' = (xpr)yangkonvergenkex *. Oleh karena itu, terdapat
K = HdenganKe{n,,n,, ns, .... } Sedemikian hingga | x, — x | < % akibatnya untuk m = K diperoleh
ot — x| =[x, — g + x — x ]

< lxn — x| + g — x %]
<

N | m

+ % = & karena berlaku untuk sebarang € > 0, maka terbukti bahwa barisan X = (X,,) konvergen.

Defenisi 2.5.6 barisanbilangan real X = (x,,) dikatakan kontraktif jika terdapat C, dengan 0<C<1 sedemikian hingga
AXnsz — Xpe1l < Clxpyq — Xy | Untuk semua neR. Bilangan C disebut konstan dari barisan kontraktif.

Teorema 2.5.7 Setiap barisan kontraktif merupakan barisan Cauchy, dan konvergen.
Akibat 2.5.8 jika X = (>x,,) barisan kontraktif dengan konstan C, 0<C<1 danjika x, = lim X, maka:

Cc -1
L |x, —x,] Sﬁlx2 — x4

C
2. Ix* _xnl < ;Ixn _xn—ll

2.6 Sifat Barisan Divergen
Pada subbab ini diberikan beberapa sifat dari suatu barisan bilangan real (:x,,) yang mendekati atau menuju ke & oo yaitu lim (x,,)
= +0o danlim (x,,) = —oo . ingat bahwa barisan divergen adalah barisan yang tidak konvergen.

Definisi 2.6.1. diberikan barisan bilangan real (x,)

1. Barisan (x,,) dikatakan mendekati +oo,ditulis lim (x,,) = +oo , jika untuk setiap & € IR terdapat k(ct)e N sedemikian
hingga jikan > k(cr),maka x,,>a

2. Barisan (x,,) dikatakan mendekati — oo ditulis lim (x,,) = — oo , jika untuk setiap Se R terdapat k(3)e N sedemikian
hinggajikan > k(a),maka x,,>8

Barisan (x,,) dikatakan divergen proper (tepat/tegas) jika lim (x,,) = +oo atau lim (x,,) = —co. Berikut ini diberikan contoh

bahwa lim 722 = +co0

Contoh 2.6.2 lim 2 = +oo. Jika k(£) e N sedemikian hingga k(cr)>a , dan jika n >k(ar), maka diperoleh n? >n>ar

Teorema 2.6.3 barisan bilangan real monoton merupakan barisan divergen proper jika dan hanya jika barisannya tidak terbatas.
a) Jika (x,,) barisan naik tak terbatas,maka lim (x,,) = +oo
b) Jika (x,,) barisan turun tak terbatas,maka lim (x,,) = —oo
Bukti
a) Misalkan (x,,) barisan naik jika (x,, ) terbatas, maka (ox,,) konvergen. Jika (x,,) tidak terbatas, maka untuk sebarang
a € Rterdapatn(cr) € N sedemikian hingga ar<x,, (, tetapi karena (x,,) naik, diperoleh cr<ux,, untuk semua n
> n(a) karena o sebarang, maka diperoleh bahwa lim (x,,) = +oo
b) Bukti hampir sama dengan (a).
Teorema 2.6.4 diberikan barisan bilangan real (x,,) dan (,,), dengan x,, < y;, untuk semuan € R
a) Jika lim (x,,) = +co, makalim (y,,) = +oo
b) Jika lim (x,,) = -co, makalim (y,,) = -c0
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Bukti.
a) Jikalim (x,,) = +co danjika diberikan @ € IR, maka terdapat k(cr) € R sedemikian hingga jikan > k (cr), maka
a < Xy, , karena diketahui x,, dan y,, untuk semua n € R maka <y, untuk semua n > k (). Karena o sebarang
maka lim (x,,) = +oo
b) Bukti hampir sama dengan (a)

Teorema 2.6.5. diberikan barisan bilangan real x,, dan y;, dan untuk suatu L€ IR, Z> 0 diperoleh

Lim [22] = £
Yn
Bukti. Diketahui Lim [:}—"] = [ ,artinya terdapat &€ N sedemikian hingga untuk setiap n > Aberlaku
1 om 3y
2 yn 2

Oleh karena itu, diperoleh G L) yn<xn<(3 L) ¥y, untuk semua 7>k sehingga menggunakan teorema 2.6.4 teorema terbukti.

2
2.7 deret tak hingga
Berikut ini diberikan pengantar singkat mengenai suatu deret tak berhingga dari bilangan real
Defenisi 2.7.1 jika X= (x, ) barisan di R, maka deret tak berhingga (cukup disebut deret) yang terbentuk oleh X adalah barisan S =
(sy) yang didefisikan dengan
S1=%
Sz = 51+ x5 =( X1+ x3)
Sk =Sk—1 t Xy =001 + x5 .. + xp)
x,, disebut terms dari deret dan s, disebut jumlahan parsial (partial sum) jika lim § ada, maka deret S dikatakan konvergen dan nilai
limitnya adalah hasil dari jumlahan deret. Jika limitnya tidak ada,maka dikatakan deret s divergen.
Deret tak berhingga S yang dibangun oleh barisan X= (x,) disimbolkan dengan Y’ (x,,) atau}; x,, atau),_; x,

Contoh 2.7.2
Diberikan barisan X = (r™)c0,,_, denganr € R yang membangun deret
PISIPE Lt E B C LR

Akan ditunjukkan bahwa jika |r| < 1, maka deret ini konvergen ke ﬁ

Misalkan s,, = 1 +r+r2+...r"+... untuk n > 0. Dan jika s,, dikalikan dengan r mengurangkan hasilnya dari s,,, maka diperoleh
sy = () =1n+1

Oleh karena itu,diperoleh

1 TTL+1
S  ——
n 1 1-r
Sehingga
1 |T|TL+1
S, ——| <-
| n 1-rl = |1-r|

. 1
Karena |7|™**1 — 0 saat ||<1, maka deret geometri Y’ +_, 7™ konvergen ke - saat |r|<1

Selanjutnya, diberikan kondisi-kondisi yang dapat memberikan jaminan bahwa suatu deret itu konvergen.
Teorema 2.7.3 (The nth Term Tesf) jika deret Y. x,, konvergen , maka lim (x,,) =0

Bukti. Menggunakan definisi 2.7.1 )" x,, konvergen apabila lim (s;,) ada karena x,, = s,, - s,,_; , makalim (x;,) = lim (s,,) -
lim (Sn—l) = 0.
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Teorema 2.7.4 (kriteria Cauchy) deret )" x,, konvergen jika dan hanya jika untuk setiap > 0 terdapat M (&) € R sedemikian
hingga jika m > n > M (£), maka
Ism - Snl = Ixn+1 T Xpyp T+ xm|< &

Teorema 2.7.5 diberikan (x,,) barisan bilangan real nonnegatif. Maka deret )" x,, konvergen jika dan hanya jika barisan S = (sx)
dari jumlahan parsialnya terbatas.

Dalam hal ini

Yoo q Xy = lim (si) sup {si: ke R}

Bukti.

karena x,,> 0, maka barisan jumlahan parsial § naik monoton, yaitu

§1 S 5) S S e

Menggunakan 2.3.4, barisan S = (si) konvergen jika dan hanya jika barisannya terbatas, dalam hal ini limitnta sama dengan sup {si}.

Contoh 2.7.6 deret Y., % konvergen

Karena jumlahan parsial nya monoton, maka cukup ditunjukkan bahwa barisan bagian (sy) terbatas. Jika &, = 2!~ 1 = 1, maka s, =
1. Jika k, = 22— 1 =3, maka
1 J1 1 2 1
S, 71t [ + <t
Dan jika ks = 23 -1 =7, maka diperoleh
1 101 1 4 101
HetatatalSe z s
Menggunakan induksi matematik, diperoleh bahwa jika k; = 2! — 1, maka

1 1\2 1\2-1
0<5k<l+_+ =) +..+(=
3 2 2 2

Karena ruas kanan merupakan jumlah parsial dari deret geometri dengan r + % , maka lim (sx) = [—11] = 2. Jadi, deret Y7, %

Sk. =Sk

3 2

1-3

konvergen

2.1.7 Tes Perbandingan (comparison tests) diberikan barisan bilangan real X = (x;) dan y=(y,), dan misalkan untuk suatu & € R
berlaku 0 < x,<y, untuk n> &

a) Jika ), y,, konvergen, maka Y x,, konvergen

b) Jika): x,, divergen, maka Y’ y,, divergen
Bukti.

a) misalkan )’ y;,, konvergen diberikan £> 0 dan M (<) € R sedemikian hingga jika m > n> M (&), maka

Vnoq* T In<€

Jika m > max {K ,M (¢)}, maka diperoleh bahwa
0< xppq tot Xa< Ypypq *eotn<e
Yang berakibat bahwa Y’ x,, konvergen.
b) Menggunakan kontraposisi dari (a) maka teorema terbukti.

2.7.8 tes perbandingan limit misalkan X = (x,) barisan positif naik tegas dan misalkan limit berikut ada dalam R ,yaitu
r=lim (x—")
Yn
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Bukti

Jikar # 0, maka )’ x,, konvergen jika dan hanyajika )’ y,, konvergen
Jikar =0, maka )’ y,, konvergen jika dan hanya jika ' x,, konvergen

Diketahui r = lim (x—") dan dari soal latihan 2.1.10 maka terdapat &€ N sedemikian hingga untuk n > k berlaku % r

Yn

< i—" < 2r sehingga diperoleh

G r) Yn < xn < (27)y,,. Menggunakan tes perbandingan 2.7.7 dua kali, maka pernyataan (a) terbukti

Jika r = 0, maka terdapat K € N sedemikian hingga untuk 1 > K berlaku menggunakan teorema 2.7.7(a), maka

pernyataan (b) terbukti.
Contoh 2.7.9. deret

> o

e onvergen

n=1

Diketahui kesamaan berikut benar
1 1
0< < — untukn € N
n2+n = n?

Karena telah diketahui deret >, % konver gen, maka menggunakan tes perbandingan 2.7.7 diperoleh bahwa

1
deret >0 4 — ., konvergen
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